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PODAŻOWE CZYNNIKI WZROSTU GOSPODARCZEGO  
– PODSTAWOWE MODELE TEORETYCZNE

Streszczenie. Celem prezentowanego opracowania jest analiza podażowych determinantów 
długookresowego wzrostu gospodarczego na gruncie podstawowych, teoretycznych modeli wzro-
stu. W pracy analizowane są neoklasyczne modele wzrostu, modele wzrostu oparte na teorii opty-
malnego sterowania Pontriagina oraz tzw. modele wzrostu semi-endogenicznego. 

1. Wprowadzenie

Problematyka wzrostu gospodarczego, oparta na matematycznych modelach 
wzrostu gospodarczego, weszła do głównego nurtu makroekonomii na przełomie 
lat 30-tych i 40-tych XX wieku. Wtedy to zostały sformułowane modele wzrostu 
gospodarczego R.F. Harroda oraz E.D. Domara, które można zaliczyć do modeli 
makroekonomii keynesistowskiej. Po keynesistowskich modelach wzrostu po-
jawiły się modele neoklasyczne, do których zaliczyć można między innymi mo-
dele: Solowa, Phelpsa, Mankiwa-Romera-Weila oraz Nonnemana-Vanhoudta. 
W teorii wzrostu gospodarczego podejmowano również próby endogenizacji 
postępu technicznego, w wyniku czego powstały tzw. endogeniczne modele 
wzrostu gospodarczego do których zaliczyć można między innymi modele 
wzrostu: Ramseya, Lucasa oraz Romera. 

W prezentowanym opracowaniu scharakteryzowano podstawowe modele 
wzrostu gospodarczego, tj. modele: Solowa, Mankiwa-Romera-Weila oraz Non-
nemana-Vanhoudta (zaliczane do neoklasycznych modeli wzrostu gospodarcze-
go), endogeniczne modele wzrostu (zwane inaczej modelami optymalnego ste-
rowania): Lucasa, Romera oraz N-kapitałowy model optymalnego sterowania 
typu Nonnemana-Vanhoudta. Opracowanie kończy analiza tzw. modelu wzrostu 
semi-endogeniczego. 
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2. Neoklasyczna funkcja produkcji i reszty Solowa1 
 
Prostą analizę podażowych determinantów długookresowego wzrostu go-

spodarczego oprzeć można na dobrze znanej w analizach makroekonomicznych 
koncepcji neoklasycznej funkcji produkcji. Przez neoklasyczną funkcję produk-
cji z reguły rozumie się funkcję  LKFY , , gdzie Y0 to wielkość wytworzo-

nego strumienia produktu, zaś K, L0 oznacza nakłady kapitału i pracy, charak-
teryzującą się następującymi właściwościami (za Barro, Sala-i-Martin [1995,  
s. 16–17], por. też np. Tokarski [2009b, rozdział 1], Tokarski [2011a, rozdział 4] 
lub Tokarski [2011b, rozdział 5])2: 

I     ,0,00,  LFKF  co oznacza, że każdy z czynników produkcji jest 

niezbędny w procesie produkcyjnym. 
II     ,,lim,lim

00



LKFLKF

KLLK
 skąd wynika, że bardzo dużym 

(dążącym do +) nakładom kapitału K i/lub pracy L odpowiada bardzo duży 
(dążący do +) strumień wytworzonego produktu. 

III F/K>0 i F/L>0, czyli wzrost nakładów któregokolwiek z czynni-
ków produkcji (ceteris paribus) prowadzi do wzrostu strumienia wytworzonego 
produktu. 

IV Zachodzą warunki Inady postaci: 


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
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 Warunki te interpretuje się ekonomicznie w ten sposób, że bar-

dzo małym (bardzo dużym) nakładom jednego z czynników produkcji odpowia-
da bardzo duży (bardzo mały) krańcowy produkt owego czynnika produkcji. 

V 2F/K2 < 0 i 2F/L2 < 0, co oznacza, że wraz ze wzrostem nakładów 
każdego z czynników produkcji jego krańcowy produkt maleje. Stąd oraz z wa-
runków Inady wynika, że jeśli nakłady któregokolwiek rosną od 0 do +, to 
(ceteris paribus) jego krańcowy produkt spada od + do 0. 

VI Funkcja produkcji F jest jednorodna stopnia pierwszego. Wynika stąd, 
że dowolne -krotne (przy  > 0) zwiększenie nakładów każdego z czynników 
produkcji prowadzi do dokładnie -krotnego wzrostu produktu. Właściwość ta 
nazywana jest również w literaturze ekonomicznej stałymi efektami skali (lub 
stałymi korzyściami skali). 

                                                 
1 Punkty 2-4 prezentowanego opracowania w znacznej mierze oparte są na pracy Tokarskiego 

[2009a]. Por. też Tokarski [2009b]. 
2 Implicite o wszystkich wykorzystywanych dalej funkcjach zakładamy, że są odpowiednią 

ilość razy różniczkowalne w swoich dziedzinach. 
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Korzystając z założenia o stałych efektach skali można przejść z agregato-
wej funkcji produkcji  LKFY ,  na funkcję wydajności pracy  kfy  , gdzie 

LYy /  to wydajność pracy (produkt na pracującego), zaś LKk /  oznacza 

techniczne uzbrojenie pracy (kapitał rzeczowy na pracującego). Można pokazać, 
iż funkcja wydajności pracy  kfy   charakteryzuje się m.in. następującymi 

właściwościami (por. też np. Chiang [1994, s. 412–414] lub Tokarski [2009b, 
rozdział 1]): 

I.   00 f , 

II.   


kf
k
lim , 

III. df/dk > 0, 

IV. 
 dk

df
k 0
lim  i 0lim 

 dk

df
k

, 

V. d2f/dk2<0. 
Korzystając z właściwości neoklasycznej funkcji produkcji można wypro-

wadzić tzw. równanie reszt Solowa [1957], które opisuje stopę postępu tech-
nicznego w gospodarce (por. też Harcourt [1975, s. 97–102]). Równanie reszt 
Solowa można wyprowadzić z funkcji  LKAFY , , gdzie A oznacza łączną 

produkcyjność czynników produkcji, zaś  LKF ,  jest neoklasyczną funkcją 

produkcji, przy czym   11,1 F . Jeśli dodatkowo założy się, iż Y, A, K oraz L są 

różniczkowalnymi funkcjami czasu t[0;+), to można pokazać, że3: 
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Równanie (1) interpretuje się ekonomicznie w ten sposób, że stopa wzrostu 

produkcji YY /  jest sumą stopy postępu technicznego AA /  (równej stopie 
wzrostu łącznej produkcyjności czynników produkcji) oraz sumy stóp wzrostu 

nakładów kapitału KK /  i pracy LL /  ważonych elastycznościami produkcji 
względem nakładów owych czynników produkcji4. Jeśli teraz uwzględni się 
marginalną teorię podziału Clarka (tj. teoremat, że w warunkach gospodarki 
doskonale konkurencyjnej każdy z czynników produkcji musi być opłacany 

                                                 
3 Zapis dtdxx /  oznaczał będzie dalej pochodną zmiennej x po czasie t, czyli – ekono-

micznie rzecz ujmując – przyrost wartości owej zmiennej w momencie t. 

4 Wyrażenie 
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 w równaniu (1) to elastyczność produktu względem nakła-

dów kapitału (pracy). 
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zgodnie z jego produktem krańcowym5), to ceny czynników produkcji (realna 
stopa procentowa r i płaca realna w) są równe, odpowiednio, F/K i F/L. 
Wstawiając powyższe równania do związku (1) otrzymuje się zależność: 
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  ,     (2) 

 
gdzie KrK/Y oraz LwL/Y są udziałami kapitału i pracy w produkcie. 

Ponieważ udziały nakładów czynników produkcji w produkcie muszą su-
mować się do jedności, zatem np. KL αα 1 . Wstawiając powyższą zależność 

do równania (2) otrzymuje się: 
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Podstawiając w równaniu (3) LLYYyy ///    oraz LLKKkk ///    

(gdzie yy /  i kk /  oznacza, odpowiednio, stopy wzrostu wydajności pracy  

i technicznego uzbrojenia pracy), można je przekształcić i zapisać następująco: 
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Równanie (4) nazywane jest w literaturze ekonomicznej równaniem reszt 

Solowa. Pozwala ono na oszacowanie stopy postępu technicznego w gospodar-

ce. Z równania tego wynika, że stopa postępu technicznego AA /  jest różnicą 
pomiędzy stopą wzrostu wydajności pracy yy /  a stopą wzrostu technicznego 

uzbrojenia pracy kk /  ważoną udziałem nakładów kapitału w produkcie K. 
W swoim artykule z 1957 roku Solow, licząc stopy wzrostu wydajności pra-

cy, technicznego uzbrojenia pracy oraz udziały nakładów kapitału w produkcie 
(w nierolniczym sektorze prywatnym w Stanach Zjednoczonych w latach 1909–
1949) oszacował, że stopa postępu technicznego w gospodarce amerykańskiej wy-
nosiła ok. 1% rocznie w latach 1909–1929 oraz ok. 2% w drugiej połowie analizo-
wanego przezeń okresu. Oznaczało to, że udział postępu technicznego we wzroście 
wydajności pracy w rozważanym przez Solowa okresie wynosił ok. 87,5%, zaś 

                                                 
5 Por. np. Tokarski [2011a, rozdział 8]. 
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pozostałe 12,5% wzrostu produktu na pracującego było efektem akumulacji kapitału 
rzeczowego (por. Solow [1957] lub Harcourt [1975, s.  97–112]). 

 
 
3. Neoklasyczne modele wzrostu gospodarczego 
 
Na bazie neoklasycznej funkcji produkcji powstał również neoklasyczny 

model wzrostu Solowa [1956]. W modelu wzrostu Solowa z postępem technicz-
nym w sensie Harroda6 przyjmuje się następujące założenia dotyczące funkcjo-
nowania gospodarki w długim okresie (szerzej na ten temat por. np. Tokarski 
[2009b, rozdział 2] lub Tokarski [2011b, rozdział 5]): 

I. Proces produkcyjny opisany jest przez neoklasyczną funkcję produkcji 
postaci:  EKFY , , gdzie ALE   jest zasobem efektywnej pracy rozumia-

nym jako iloczyn liczby pracujących L i dostępnej w gospodarce wiedzy nauko-
wo-technicznej A. 

II. Przyrost zasobu kapitału rzeczowego równy jest różnicy między inwe-
stycjami (zdeterminowanymi przez oszczędności) a deprecjacją kapitału. Zało-
żenie to można zapisać przy pomocy następującego równania różniczkowego: 

KsYK δ , gdzie s(0;1) jest stopą oszczędności/inwestycji, zaś (0;1) to 
stopa deprecjacji kapitału. 

III. Zasoby pracy L i wiedzy A rosną według danych egzogenicznie stóp 
wzrostu równych n oraz g (n, g > 0). Wynika stąd, że zasób efektywnej pracy  
E rośnie według stopy wzrostu  = g + n, czyli: EE / . 

Opierając się na takim zbiorze założeń można wyprowadzić równanie Solo-
wa dane wzorem: 

 

    EEE kksfk μδ  ,      (5) 

 
gdzie kEY/E oznacza produkt na jednostkę efektywnej pracy, zaś f jest neokla-
syczną funkcją wydajności pracy. Równanie Solowa (5) można interpretować 
ekonomicznie w ten sposób, że przyrost kapitału na jednostkę efektywnej pracy 

Ek  jest równy różnicy pomiędzy oszczędnościami/inwestycjami na jednostkę 

efektywnej pracy  Eksf  a ubytkiem kapitału na jednostkę efektywnej pracy 

  ,Ek   który to ubytek można rozłożyć na ubytek wynikający z deprecjacji 

kapitału  Ek  oraz ze wzrostu jednostek efektywnej pracy  Ekμ . Korzystając  

z właściwości funkcji f oraz z równania Solowa można pokazać, że istnieje pe-

                                                 
6 Tj. takim postępem technicznym, który bezpośrednio potęguje produkcyjność pracy. 
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wien zasób kapitału na jednostkę efektywnej pracy ,*
Ek  przy którym .0Ek  Co 

więcej, bez względu na wyjściowe wartości wszystkich zmiennych w modelu 

wzrostu Solowa (poza kE = 0) gospodarka musi dojść do zasobu .*
Ek  Zatem ów 

zasób kapitału na jednostkę efektywnej pracy można traktować jako zasób 
w długookresowej równowadze Solowa. Stąd zaś oraz z właściwości funkcji  
f wynika, że wówczas istnieje również pewien strumień produktu na jednostkę 

efektywnej pracy  **
EE kfy  , do którego dąży gospodarka w długim okresie. 

Ponieważ kAkE oraz yAyE, zaś z założenia III. modelu Solowa wynika, iż: 

,/ gAA   zatem w długookresowej równowadze analizowanego modelu wzro-

stu gospodarczego wydajność pracy y i techniczne uzbrojenie pracy k rosną we-
dług stopy wzrostu równej stopie harrodiańskiego postępu technicznego g. Co 
więcej, można pokazać (por. np. Tokarski [2009b, rozdział 2] lub Tokarski 
[2011b, rozdział 5]), że w warunkach długookresowej równowagi Solowa (po 
pierwsze) stopy wzrostu podstawowych zmiennych makroekonomicznych przy-
padających na pracującego są zdeterminowane przez stopę egzogenicznego po-
stępu technicznego w sensie Harroda oraz (po drugie) położenie długookreso-
wych ścieżek wzrostu wydajności pracy i technicznego uzbrojenia pracy jest 
tym wyższe, im wyższe jest stopa oszczędności/inwestycji oraz im niższe są 
stopa deprecjacji kapitału i stopa wzrostu liczby pracujących. Wynika stąd, że 
wzrost stopy oszczędności/inwestycji s lub spadek +n mogą doprowadzić do 
sytuacji, w której stopy wzrostu technicznego uzbrojenia pracy i wydajności 
pracy będą (w okresie przejściowym) wyższe od stopy harrodiańskiego postępu 
technicznego. Oznacza to, że wówczas gospodarka w krótkim i średnim okresie 
wspina się na wyżej położoną, długookresową ścieżkę wzrostu gospodarczego. 
Po jej osiągnięciu stopy wzrostu y oraz k kształtują się na poziomie odpowiada-
jącym stopie harrodiańskiego postępu technicznego. 

Model wzrostu gospodarczego Solowa stał się także inspiracją dla Phelpsa 
[1961] do stworzenia tzw. złotej reguły akumulacji kapitału7. Przez złotą regułę 
akumulacji Phelpsa rozumie się sytuację, w której gospodarka Solowa znajduje 
się w takiej długookresowej równowadze, która maksymalizuje konsumpcję na 
pracującego (przy założeniu, że w gospodarce nie występuje postęp techniczny). 
Oznacza to, że złotą regułą akumulacji Phelpsa jest stopa oszczędności inwesty-

cji sg  (0;1), przy której   ** 1 ysc   osiąga maksimum względem s (gdzie  

c* oznacza konsumpcję na pracującego, y* to wydajność pracy w warunkach 
równowagi Solowa, zaś s jest stopą oszczędności/inwestycji). Problem ten toż-

                                                 
7 Uogólnienie owej reguły na dwu- i wielokapitałowe, neoklasyczne modelu wzrostu gospo-

darczego Mankiwa, Romera, Weila [1992] oraz Nonnemana-Vanhoudta [1996] znaleźć można  
w pracach Dykasa, Sulimy, Tokarskiego [2008] oraz Tokarskiego [2009b, 2011b]. 
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samy jest z maksymalizacją wyrażenia:     *** knkfc    ze względu na k*. 

Można pokazać, że c* maksymalizowane jest względem k* wówczas, gdy zacho-
dzi związek: 

 

 
n

dk

kdf
 

*

*

.      (6) 

 
Z równania (6) wynika, że złotą regułą akumulacji kapitału Phelpsa jest taki 

zasób kapitału na pracującego ,*
gk  przy którym krańcowy produkt kapitału na 

pracującego   ** / dkkdf  równy jest stopie ubytku technicznego uzbrojenia pracy 

 + n. Ponieważ zaś długookresowy zasób kapitału k* jest rosnącą funkcją stopy 
oszczędności/inwestycji s, zatem złotą stopą oszczędności/inwestycji jest taka 

stopa sg, przy której zasób kapitału *
gk  spełnia warunek (6). Jeśli zaś wykorzysta 

się w modelu wzrostu Solowa funkcję produkcji Cobba-Douglasa, to okaże się, 
iż złotą stopą oszczędności/inwestycji jest s g= , gdzie   (0;1) jest udziałem 
nakładów kapitału w produkcie. 

Próby rozszerzenia modelu wzrostu Solowa można znaleźć także np. w pra-
cach Tokarskiego [2003abc i 2008]. W pracach Tokarskiego [2003a, 2008] szu-
ka się długookresowych ścieżek wzrostu gospodarczego nie tylko w warunkach 
stałych efektów skali (jak ma to miejsce w oryginalnych, neoklasycznych  mo-
delach wzrostu gospodarczego), ale także w warunkach rosnących lub maleją-
cych efektów skali. Z prowadzonych tam rozważań wynika, że jeśli w gospodar-
ce występują rosnące lub malejące efekty skali, to długookresowa stopa wzrostu 
podstawowych zmiennych makroekonomicznych zależna jest nie tylko od stopy 
egzogenicznego postępu technicznego, lecz również od rodzaju uzyskiwanych 
efektów skali (wniosek ten prawdziwy jest również na gruncie neoklasycznych 
modeli wzrostu Mankiwa-Romera-Weila [1992] oraz Nonnemana-Vanhoudta 
[1996] – por. też Tokarski [2009b]). Oznacza to, że w warunkach rosnących 
efektów skali istotnym katalizatorem długookresowego wzrostu gospodarczego 
mogą być wszelkie polityki rynku pracy, które prowadzą do podniesienia długo-
okresowych stóp wzrostu liczby pracujących. 

W pracy Tokarskiego [2003b] znajduje się próba kompilacji neoklasycznego 
modelu wzrostu Solowa z keynesistowskim modelem wzrostu Domara [1962]  
w celu wyznaczenia długookresowych reguł polityki monetarnej. W modelu tym 
przyjmuje się m.in., że popytowa strona gospodarki jest opisana przez równania 
zbliżone do równania zagregowanego popytu występującego w modelu Domara, 
zaś podażowa strona gospodarki jest taka, jak w modelu Solowa z funkcją pro-
dukcji Cobba-Douglasa. Co więcej, w modelu tym zakłada się, iż stopa procen-
towa oddziałuje na inwestycje (które – z kolei – oddziałują zarówno na popyto-
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wą, jak i podażową stronę gospodarki), zaś podaż pracy rośnie według pewnej 
stałej, danej egzogenicznie stopy wzrostu. 

Na gruncie tak zadanego modelu gospodarki szuka się ścieżki czasowej re-
alnej stopy procentowej gwarantującej spełnienie trzech następujących warun-
ków: 

I. Bank centralny nie dopuszcza do tego, by zagregowany popyt przekro-
czył wielkość produktu potencjalnego, gdyż wówczas nadwyżkowy popyt wy-
wołałby presję inflacyjną. 

II. Bank centralny dostosowuje wielkość zagregowanego popytu w gospo-
darce do produkcji potencjalnej, co zapobiega powstaniu niewykorzystanych 
zdolności produkcyjnych w gospodarce. 

III. Zakładając, że w wyjściowym momencie t = 0 stopa bezrobocia była 
stopą bezrobocia równowagi, bank centralny nie dopuszcza do tego, by stopa ta 
uległa zmianie. Założenie to implicite oznacza, że bank centralny musi znaleźć 
taką ścieżkę czasową realnych stóp procentowych, aby liczba pracujących rosła 
według stopy wzrostu równej stopie wzrostu podaży pracy. 

Rozwiązanie tak zadanego modelu wzrostu gospodarczego prowadzi m.in. 
do następujących wniosków. Po pierwsze, istnieje długookresowa ścieżka wzro-
stu realnej stopy procentowej, która zapewnia gospodarce pełne wykorzystanie 
istniejących weń zdolności produkcyjnych. Po drugie, w warunkach równowagi 
typu Domara-Solowa, uwzględniającej wspomniane wcześniej reguły polityki 
monetarnej, długookresowe stopy wzrostu zasobu kapitału i strumienia produktu 
(podobnie jak w neoklasycznych modelach wzrostu Solowa, Mankiwa-Romera-
Weila i Nonnemana-Vanhoudta) kształtują się na pewnym, ustalonym poziomie, 
wynikającym głównie ze stopy egzogenicznego postępu technicznego w sensie 
Harroda oraz ze stopy wzrostu liczby pracujących. Po trzecie, rozwiązanie mo-
delu typu Domara-Solowa wyznacza długookresowe ścieżki wzrostu kapitału  
i produktu o niższym nachyleniu, niż ma to miejsce w przypadku modeli Solo-
wa, Mankiwa-Romera-Weila i Nonnemana-Vanhoudta. Wynika to stąd, iż  
w modelach neoklasycznych nie uwzględnia się ograniczeń popytowych (zwią-
zanych ze wzrostem gospodarczy) i analizuje się jedynie kształtowanie się ście-
żek produktu potencjalnego. Natomiast „w rzeczywistości, która jest przedmio-
tem opisu, nie jest na ogół spełnione teoretyczne założenie, iż produkcja realizu-
je się na poziomie potencjalnie określonym” (Welfe [2000, s. 64]). Uwzględnie-
nie zaś popytowych ograniczeń procesów wzrostu gospodarczego prowadzi do 
rozwiązania o niższych długookresowych stopach wzrostu od tych, które wystę-
pują w oryginalnych, neoklasycznych modelach wzrostu gospodarczego. 

Można również połączyć modele wzrostu Solowa, Mankiwa-Romera-Weila 
i Nonnemana-Vanhoudta z modelami płac efektywnościowych Solowa [1979]  
i Summersa [1988] (por. Tokarski [2003, 2009b, rozdział 6]). Celem takiej kom-
pilacji neoklasycznych modeli wzrostu gospodarczego z modelami płac efek-
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tywnościowych jest próba endogenizacji popytu na pracę i liczby pracujących 
wewnątrz modelu wzrostu gospodarczego. Podstawowe wnioski, które płyną  
z takiej kompilacji owych modeli, są następujące. Po pierwsze, w długookreso-
wej równowadze wzrostu gospodarczego stopy wzrostu liczby pracujących są 
zdeterminowane dodatnio przez stopę wzrostu kapitału (lub stopy wzrostu róż-
nych, zdezagregowanych zasobów kapitału), stopę egzogenicznego postępu 
technicznego oraz przez stopę wzrostu podaży pracy. Po drugie, w długim okre-
sie stopa wzrostu liczby pracujących jest tym wyższa, im słabiej płace reagują na 
zmianę wydajności pracy i zmianę stopy bezrobocia. 

Inne rozszerzenia neoklasycznego modelu wzrostu gospodarczego Solowa, 
to powstałe w latach dziewięćdziesiątych XX wieku uogólnienia modelu Solowa 
na przypadki, w których w gospodarce wykorzystuje się dwa zasoby kapitałowe 
(kapitał rzeczowy i kapitał ludzki) lub skończoną liczbę N różnych zasobów 
kapitałowych. Pierwszym z tych uogólnień jest model Mankiwa-Romera-Weila 
z 1992 roku, zaś drugim – model Nonnemana-Vanhoudta z 1996 roku. 

Założenia modelu wzrostu gospodarczego Mankiwa-Romera-Weila opisuje 
następujący układ równań: 

 

 

 


























 

0/0/

0

)1;0(,,,

)1;0(,,

)1;0(,,,1

nLLgAA

ALE

sssHYsH

sKYsK

EHKY

HHKHHH

KKKK













.     (7) 

 
Kolejne równania układu równań (7) interpretuje się ekonomicznie następu-

jąco. Wielkość produktu Y zależna jest od nakładów kapitału rzeczowego K, 
ludzkiego L oraz od jednostek efektywnej pracy E. Parametry ,  oraz 

 1  w pierwszym z równań układu równań (7) są elastycznościami  

Y względem (odpowiednio) K, H i E lub – na gruncie marginalnej teorii podziału 
Clarka – udziałami nakładów owych czynników produkcji w produkcie. Z dru-
giego (trzeciego) równania układu (7) wynika, że przyrost zasobu kapitału rze-
czowego K  (ludzkiego H ) równy jest różnicy pomiędzy inwestycjami  
sKY (sHY) w ów zasób a jego deprecjacją KK (HH). Jednostki efektywnej pracy 
E są iloczynem liczby pracujących L i zasobu wiedzy A. Wiedza A rośnie we-
dług egzogenicznej stopy wzrostu g (która jest stopą egzogenicznego postępu 
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technicznego w sensie Harroda), natomiast liczba pracujących L – wedle stopy 
wzrostu n. 

Z założeń modelu wzrostu Mankiwa-Romera-Weila można wyprowadzić 
równania ruchu owego modelu, które opisują związki: 
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gdzie EKkE /  oraz EHhE /  to (odpowiednio) zasób kapitału rzeczowego  

i ludzkiego na jednostkę efektywnej pracy. Równania ruchu (8) modelu wzrostu 
gospodarczego Mankiwa-Romera-Weila stanowią uogólnienie równania Solowa 
(5). Dlatego też interpretuje je się w ten sposób, iż przyrost zasobu kapitału rze-

czowego Ek  (ludzkiego Eh ) na jednostkę efektywnej pracy stanowi różnicę 

pomiędzy inwestycjami    
EEK hks      

EEH hks  w ów zasób, przypadają-

cymi na jednostkę tejże pracy, a ubytkiem   EK kng     EK kng   kapi-

tału rzeczowego (ludzkiego) na jednostkę efektywnej pracy, który to ubytek 
wynika zarówno z deprecjacji kapitału rzeczowego (ludzkiego) KkE (HhE), jak  
i ze wzrostu jednostek efektywnej pracy (g + n)kE ((g + n)hE). 

Rozważając układ równań różniczkowych (8) – por. np. Tokarski [2009b, roz-
dział 3] – wyciągnąć można następujące wnioski. Po pierwsze, układów posiada 

stabilne rozwiązanie, które wyznacza zasoby kapitału rzeczowego *
Ek  (ludzkiego 

*
Eh ) oraz, implicite, strumień produktu *

Ey  na jednostkę efektywnej pracy  

w długookresowej równowadze gospodarki Mankiwa-Romera-Weila. Po drugie, 
w warunkach długookresowej równowagi wydajność pracy y, techniczne uzbro-
jenie pracy k oraz kapitał ludzki na pracującego h rosną według stóp wzrostu 
równych stopie harrodiańskiego postępu technicznego g. Po trzecie, w warun-
kach długookresowej równowagi Mankiwa-Romera-Weila położenie ścieżek 
wzrostu wydajności pracy, technicznego uzbrojenia pracy oraz kapitału ludzkie-
go na pracującego zależne jest m.in. od stóp inwestycji sK i sH, stóp deprecjacji 
K i H oraz stopy wzrostu liczby pracujących n. Po czwarte, wysokim stopom 
inwestycji w zasoby kapitału rzeczowego i ludzkiego (czyli wysokim warto-
ściom sK i sH) odpowiadają wysoko położone ścieżki wzrostu y, k oraz h w dłu-
gim okresie. Po piątek, wysokie stopy deprecjacji owych kapitałów K i H i/lub 
wysoka stopa wzrostu liczby pracujących n prowadzi do niskiego położenia 
długookresowych ścieżek wzrostu wydajności pracy, technicznego uzbrojenia 
pracy oraz kapitału ludzkiego na pracującego. 
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Kolejnym rozszerzeniem neoklasycznego modelu wzrostu gospodarczego 
Solowa jest model Nonnemana-Vanhoudta. Model ten stanowi także uogólnienie 
modelu Mankiwa-Romera-Weila z tego względu, że model Mankiwa-Romera-
Weila jest modelem z dwoma zasobami kapitału (kapitałem rzeczowym i ludz-
kim), natomiast model Nonnemana-Vanhoudta jest modelem z dowolną, skoń-
czoną liczbą N substytucyjnych w stosunku do siebie zasobów kapitałowych. 
Założenia modelu Nonnemana-Vanhoudta dotyczące funkcjonowania gospodar-
ki w długim okresie opisuje następujący układ równań8: 
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gdzie Y oznacza strumień wytworzonego produktu, Ki (dla każdego i = 1,2,…,N) 
to nakłady i-tego zasobu kapitału, E – jednostki efektywnej pracy, i (dla 
i=1,2,…,N) są elastycznościami strumienia wytworzonego produktu względem 
kolejnych nakładów kapitału lub – na gruncie teorii podziału – udziały owych 
nakładów kapitału w produkcie9, si (dla każdego i) są stopami inwestycji w i-ty 
zasób kapitału, i – stopy deprecjacji owych zasobów, A oraz L to zasoby wiedzy 
i pracy, zaś g oraz n oznaczają stopy wzrostu owych zasobów (a zatem g jest 
również stopą egzogenicznego postępu technicznego w sensie Harroda). Po-
szczególne równania układu równań (9) interpretuje się ekonomicznie następu-
jąco (por. też założenia modeli wzrostu Solowa oraz Mankiwa-Romera-Weila). 
Wielkość produkcji zależna jest od nakładów każdego z N zasobów kapitało-
wych oraz od jednostek efektywnej pracy. Przyrost każdego z zasobów kapitału 

                                                 
8 W oryginalnym artykule Nonnemana-Vanhoudta [1996] nie bada się długookresowej stabil-

ności rozwiązania owego modelu wzrostu gospodarczego. Dowód owej stabilności znaleźć można 
w artykułach Dykasa, Sulimy, Tokarskiego [2008] i Dykasa, Tokarskiego [2010]. Natomiast  
w pracy Dykasa, Edigariana, Tokarskiego [2010] znajduje się uogólnienie modelu Nonnemana-
Vanhoudta (wraz z dowodem stabilności uzyskanego rozwiązania) na przypadek gospodarki,  
w której proces produkcyjny opisuje nie funkcja produkcji Cobba-Douglasa, ale ogólna, neokla-
syczna, N+1 czynnikowa funkcja produkcji. 

9 Stąd zaś wynika, że wyrażenie 



N

i

i

1

1   to albo elastyczność produktu Y względem nakła-

dów efektywnej pracy E, bądź też udział nakładów owej pracy w wytworzonym produkcie. 
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K  równy jest różnicy między inwestycjami w ów zasób siY a jego deprecjacją 
iKi. Jednostki efektywnej pracy E są iloczynem liczby pracujących L i dostęp-
nej wiedzy A. Zasoby L oraz A rosną według stóp wzrostu równych (odpowied-
nio) n oraz g. 

Podstawiając zaś za EKk iEi /  (dla każdego i=1,2, …, N) zasób i-tego ka-

pitału na jednostkę efektywnej pracy, można wyprowadzić równania ruchu mo-
delu Nonnemana-Vanhoudta dane wzorami: 
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Równania ruchu (10) stanowią uogólnienie równań ruchu (8) modelu Man-

kiwa-Romera-Weila. Stąd też interpretuje je się ekonomicznie następująco. 

Przyrost i-tego zasobu kapitału na jednostkę efektywnej pracy Eik  jest różnicą 

pomiędzy inwestycjami w ten zasób 


N

j
Eji

jks
1


 a jego ubytkiem (i + g + n)kEi. 

Układ równań ruchu (10) modelu Nonnemana-Vanhoudta, podobnie jak 
układ równań ruchu (8) modelu Mankiwa-Romera-Weila, posiada stabilne poło-
żenie długookresowej równowagi (por. Dykas, Sulima, Tokarski [2008], Dykas, 
Edigarian, Tokarski [2010] lub Dykas, Tokarski [2010]). W warunkach owej 
równowaga kolejne zasoby kapitału na jednostkę efektywnej pracy kEi oraz 
strumień produktu na jednostkę owej pracy yE dążą do pewnych, stałych wielko-

ści *
Eik  oraz *

Ey . Wówczas, po pierwsze, stopy wzrostu kolejnych zasobów kapi-

tału na pracującego kiKi/L oraz strumienia wydajności pracy y  Y/L – podobnie 
jak ma to miejsce w modelach Solowa i Mankiwa-Romera-Weila – rosną we-
dług stopy wzrostu równej stopie postępu technicznego w sensie Harroda, po 
drugie, położenie długookresowych ścieżek wzrostu ki oraz y jest tym wyższe, 
im wyższe są stopy inwestycji sj (dla j=1,2, …, N) i, po trzecie, położenie to jest 
tym wyższe, im niższe wartości przyjmują stopy deprecjacji kolejnych zasobów 
kapitału j i/lub stopa wzrostu liczby pracujących n 10. 

 
 

                                                 
10 Przedstawione tu wnioski prawdziwe są zarówno na gruncie modelu Nonnemana-

Vanhoudta z funkcją produkcji Cobba-Douglasa, jak i na gruncie modelu uogólnionego, z dowol-
ną, neoklasyczną funkcją produkcji (por. Dykas, Edigarian, Tokarski [2010] lub Sulima [2010]). 
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4.  Endogeniczne modele wzrostu gospodarczego (modele  
  optymalnego sterowania) 

 
W neoklasycznych modelach wzrostu gospodarczego przyjmuje się założe-

nie, że stopa inwestycji (lub stopy inwestycji) mają charakter zmiennych egzo-
genicznych. W modelach wzrostu endogenicznego uchyla się to założenie, za-
stępując je hipotezą, że stopa inwestycji (lub stopy inwestycji) kształtują się na 
takim poziomie, by maksymalizować sumę zdyskontowanej użyteczności kon-
sumpcji typowego podmiotu w gospodarce. Modele te oparte są na silnym zało-
żeniu nowej ekonomii klasycznej o długookresowej racjonalności typowych 
podmiotów mikroekonomicznych (utożsamianych dalej z typowym konsumen-
tem w gospodarce). Warto jednak w tym miejscu zauważyć, że o ile w modelach 
nowej ekonomii klasycznej a priori przyjmuje się, że zachowania i oczekiwania 
typowych podmiotów mikroekonomicznych są racjonalne tak w długim, jak  
i w krótkim okresie, o tyle w modelach wzrostu endogenicznego założenie to 
ogranicza się jedynie do okresu długiego (abstrahując od tego, co dzieje się w 
krótkim okresie). 

Ponadto w modelach wzrostu endogenicznego „uwzględnia się występowa-
nie efektów zewnętrznych związanych z wykorzystaniem wiedzy, postępu techno-
logicznego lub kapitału. Inwestycje (zarówno w kapitał rzeczowy, jak i ludzki) 
prowadzą wówczas do wzrostu produktywności, który jest wyższy od prywatnych 
korzyści. Jeśli efekty zewnętrzne są na tyle silne, by zneutralizować działanie 
malejących przychodów, to pozytywne sprzężenie między wiedzą a inwestycjami 
może w sposób trwały oddziaływać na tempo wzrostu” (Wojtyna [1996, s. 6]). 
Oznacza to, że w modelach wzrostu endogenicznego odrzuca się neoklasyczne 
założenie o stałych efektach skali agregatowej funkcji produkcji (por. też np. 
Tokarski [2001]). 

Modele wzrostu endogenicznego zazwyczaj są oparte na matematycznej teo-
rii optymalnego sterowania, wykorzystującej zasadę maksimum Pontriagina. 
Stąd też modele te można nazwać modelami optymalnego sterowania. 

Do podstawowych modeli wzrostu endogenicznego zalicza się modele Lucasa 
[1988, 1990, 1993] (por. też Lucas [2010]) oraz Romera [1986, 1990]. Ponadto w tej 
części prezentowanego opracowania scharakteryzowany będzie również prosty 
model optymalnego sterowania oparty na założeniach N-kapitałowego modelu 
wzrostu gospodarczego Nonnemana-Vanhoudta, który został zaproponowany  
w pracy Tokarskiego [2007]. 

W modelu wzrostu endogenicznego Lucasa przyjmuje się następujące zało-
żenia dotyczące funkcjonowania gospodarki w długim okresie (Lucas [1988,  
s. 7–8], por. też np. Tokarski [2009b, rozdział 10]): 

I. Typowy, zachowujący się racjonalnie konsument (podmiot gospodarczy) 
maksymalizuje sumę zdyskontowanej użyteczności konsumpcji w nieskończonym 
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przedziale czasowym. Suma ta maksymalizowana jest przez następującą całkę nie-
właściwą (nazywaną dalej również całką preferencji owego konsumenta): 

 

  
,

1

1
0

1


 






dte
tc t




    (11) 

 
gdzie c jest konsumpcją typowego konsumenta w gospodarce Lucasa (utożsa-
mianą z konsumpcją na pracującego),   (0;1)(1;+) to odwrotność między-
okresowej substytucji konsumpcji owego konsumenta, zaś  > 0 to jego stopa 
dyskontowa. 

II. Agregatowa funkcja produkcji dana jest wzorem: 
 

    1ΞhLKhY ,    (12) 

 
przy czym  i   )1;0(1  α  są elastycznościami strumienia produktu Y nakła-

dów kapitału rzeczowego K oraz nakładów pracy w sferze produkcji hL, 
(0;1) oznacza udział czasu przeznaczonego na pracę, który jest wykorzysty-
wany do pracy w sferze produkcji dóbr i usług, h jest zasobem kapitału ludzkie-
go typowego konsumenta-pracownika w gospodarce, [0;1) jest zaś siłą od-
działywania tzw. procesów zewnętrznych akumulacji kapitału ludzkiego. 

III. Przyrost zasobu kapitału rzeczowego opisuje równanie różniczkowe po-
staci: 

 

KCYKIK δδ  ,    (13) 
 
gdzie I oznacza inwestycje (równe różnicy pomiędzy produkcją Y a konsumpcją 
C), natomiast   (0;1) to stopa deprecjacji kapitału. 

IV. Przyrost zasobu kapitału ludzkiego opisuje tzw. funkcja Uzawy-Rosena 
dana wzorem: 

 

 hΞh  1 ,    (14) 

 
gdzie (0;1) jest maksymalną, możliwą do uzyskania, stopą wzrostu zasobu 
kapitału ludzkiego. 

V. Liczba pracujących rośnie według stopy wzrostu n>0, czyli: 
 

nLL / .    (15) 
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VI. Gospodarka charakteryzuje się stałymi stopami wzrostu  yyg /  

cckk //    i hhgh /  (gdzie y  Y/L, k  K/L i c  C/L) oraz stałym udziałem 

czasu przeznaczonego na działalność w sferze produkcji   )1;0(* ΞtΞ  (dla 

dowolnego t  0). 
Problem wyznaczenia optymalnej ścieżki wzrostu gospodarczego w modelu 

wzrostu endogenicznego Lucasa sprowadza się do maksymalizacji całki prefe-
rencji (11) przy ograniczeniu równaniami (12–15). Problem ten można rozwią-
zać za pomocą ekstremum Pontriagina. Można pokazać (por. Tokarski [2009b, 
rozdział 10]), że przy założeniach I.–VI. optymalne stopy wzrostu g i gh oraz 
optymalny udział czasu przeznaczony na działalność w sferze produkcji * dane 
są wzorami: 

 







 




 



 1

11
g ,   (16a) 

 












 




 1

11
hg   (16b) 

 
oraz: 

 
  
















 1

1
1

1
1*Ξ .   (16c) 

 
Z równań (16abc) (przy dodatkowym założeniu, że zachodzi również nie-

równość:  

















1
1

1

1

1
) wynika, iż stopy wzrostu strumieni 

produkcji i konsumpcji oraz zasobu kapitału rzeczowego (wszystkie strumienie 
na pracującego) i indywidualnych kwalifikacji pracowników w gospodarce za-
leżne są, w głównej mierze, od czynników opisujących preferencje, co do struk-
tury konsumpcji w czasie (a więc od międzyokresowej substytucji konsumpcji 
1/ i od stopy dyskontowej  typowego konsumenta). Co więcej, im bardziej 
konsumenci w gospodarce Lucasa preferować będą konsumpcję bieżącą w sto-
sunku do konsumpcji przyszłej (czyli im większe będzie 1/, lub im niższe bę-
dzie ), tym niższe stopy wzrostu będą uzyskiwać podstawowe zmienne makro-
ekonomiczne. Dlatego też w modelu wzrostu gospodarczego Lucasa (w przeci-
wieństwie do analizowanych poprzednio, neoklasycznych modeli wzrostu) moż-
liwe jest trwałe podniesienie stóp wzrostu gospodarczego. Należy jednak zazna-
czyć, iż trwałe podniesienie długookresowych stóp wzrostu gospodarczego musi 
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być połączone ze zmianą preferencji konsumentów w stosunku do struktury 
konsumpcji w czasie. 

Innym, podstawowym modelem wzrostu endogenicznego jest model Rome-
ra. W modelu tym czyni się następujące założenia opisujące funkcjonowanie 
gospodarki: 

I. W gospodarce istnienie skończony, niezmienny w czasie zasób kapitału 
ludzkiego H>0. Kapitał ów jest dzielony na część zaangażowaną w sferze pro-
dukcji dóbr i usług (równą HY) oraz część, która jest wykorzystywana w tworze-
niu nowej wiedzy naukowo-technicznej (wynoszącą HA). Oznacza to, iż spełnio-
ne jest równanie: 

 

AY HHH  .    (17) 

 
II. Zasób wiedzy naukowo-technicznej A zmienia się w czasie zgodnie  

z następującym równaniem różniczkowym: 
 

AHA Aκ ,    (18) 

 
gdzie  > 0 jest współczynnikiem efektywności nakładów kapitału ludzkiego  
w sferze kreacji wiedzy naukowo-technicznej. 

III. Strumień produktu Y opisany jest przez funkcję produkcji postaci: 
 

     
A

Y diixLHY
0

1  ,    (19) 

 
gdzie x(i) jest nakładem i-tego dobra kapitałowego, natomiast i(0;A), co ozna-
cza, że ilość dóbr kapitałowych i (wykorzystywanych w procesach produkcyj-
nych w gospodarce) jest zależna od istniejącego w niej zasobu wiedzy naukowo-
technicznej. Natomiast parametry ,  (0;1) oraz   )1;0(1    są ela-

stycznościami Y względem L, HY oraz x(i). 
Oznaczając przez  ixx  , dla każdego i(0; A), przeciętne dobro kapita-

łowe funkcję produkcji (19) można zapisać następująco: 
 

                 1

0

1

0

1 xLHdixLHdiixLHY Y

A

Y

A

Y . (20)  

 
IV. Łączny zasób kapitału rzeczowego K w gospodarce jest sumą dóbr kapi-

tałowych x(i), co implikuje zależności: 
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  AKxxAdixdiixK
AA

/
00

  .   (21) 

 
V. Przyrost kapitału rzeczowego K  jest równicą między produkcją Y  

a konsumpcją C (dla uproszczenia rozważań w modelu wzrostu Romera pomija 
się deprecjację kapitału K). stąd oraz z równań (20–21) wynika, że: 

 

    CKLAAHK Y   βααβ 1 .  (22) 

VI. Liczba pracujących nie ulega zmianom w czasie i w każdym momencie 
t0 wynosi L>0. 

VII. Celem działania typowego podmiotu (konsumenta)  gospodarce Rome-
ra jest maksymalizacja sumy zdyskontowanej użyteczności konsumpcji postaci: 

 

  
dte

tC t



 

 


0

1

1
1

,    (23) 

 
gdzie parametry (0;1)(1;+) oraz >0 interpretuje się ekonomicznie tak, 
jak ma to miejsce w modelu wzrostu Lucasa. 

Z równań (17–22) otrzymuje się równania ruchu modelu wzrostu Romera 
postaci: 

 

  









 CKLHHAK

AHA

A

A





1



.   (24) 

 
Problem wyznaczenia równowagi gospodarki Romera sprowadza się do 

maksymalizacji całki preferencji (23) przy ograniczeniu układem równań róż-
niczkowych (24). Posługując się zasadą maksimum Pontriagina można pokazać 
(por. Chiang [1992, s. 272–274] lub Tokarski [2009b, rozdział 10]), że rozwią-
zaniem owego problemu w warunkach wzrostu równomiernego (przy 

AHAACCKKYY  ////  ) jest zasób kapitału ludzkiego kierowany do 

sfery kreacji wiedzy naukowo-technicznej dany wzorem: 
 

 
 






H

H A    (25a) 

 
oraz stopy wzrostu gospodarczego postaci: 
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 








H
AACCKKYY ////  . (25b) 

 
Z równań (25ab) wynika, że (przy dodatkowym warunku     H ) 

w modelu wzrostu gospodarczego Romera zarówno wielkość kapitału ludzkiego 
kierowanego do działalności naukowo-technicznej, jak i stopy wzrostu podsta-
wowych, wyróżnionych w tym modelu, zmiennych makroekonomicznych, będą 
tym wyższe, im wyższy jest łączny zasób kapitału ludzkiego (H) oraz im wyższy 
jest egzogeniczny współczynnik efektywności nakładów kapitału ludzkiego  
w sferze naukowo-technicznej (czyli ). Co więcej, długookresowe stopy wzro-

stu gospodarczego AACCKKYY ////    (podobnie jak ma to miejsce  
w modelu Lucasa) powinny być również tym wyższe, im bardziej konsumenci  
w gospodarce będą przedkładali konsumpcję przyszłą nad konsumpcją bieżącą 
(tj. im niższa będzie stopa dyskontowa  oraz im wyższa będzie międzyokreso-
wa substytucja konsumpcji 1/). 

Ponieważ zasób kapitału ludzkiego oraz jego podział na kapitał ludzki wy-
korzystywany w sferze produkcji dóbr i usług oraz akumulacja wiedzy zasadni-
czo determinują podstawowe stopy wzrostu w modelu Romera, określone przez 
równanie (25b), zatem można się spodziewać, że gospodarki o względnie małym 
zasobie kapitału będą uzyskiwały stosunkowo niskie stopy wzrostu gospo-
darczego. Warto jednak zauważyć, iż do wniosku tego należy, szczególnie na 
gruncie modelu wzrostu endogenicznego Romera, podchodzić bardzo ostrożnie, 
gdyż w modelu tym zakłada się, że zasób kapitału ludzkiego jest stały w czasie 
(od dziś aż do nieskończoności). 

Kolejnym modelem optymalnego sterowania, nawiązującym do modeli wzrostu 
endogenicznego, jest model optymalnego sterowania oparty na N-kapitałowym 
modelu wzrostu Nonnemana-Vanhoudta (por. Tokarski [2007] lub Dykas, To-
karski [2010]). W modelu tym czyni się następujące założenia dotyczące funk-
cjonowania gospodarki w długim okresie: 

I. Proces produkcyjny opisuje potęgowa funkcja produkcji dana wzorem: 
 




 EKY

N

i
i

i

1

 , 

 
gdzie Y, Ki oraz E  AL interpretuje się ekonomicznie tak, jak w przypadku 
funkcji produkcji w oryginalnym modelu Nonnemana-Vanhoudta. i(0;1) oraz 

)1;0(Θ  oznaczają – odpowiednio – elastyczności strumienia produktu  

Y względem nakładów kapitału Ki oraz jednostek efektywnej pracy E (przyjmuje 
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się tu także, że 



N

i
i

1

)1;0( ). Ze specyfikacji powyższej funkcji produkcji wy-

nika, że jest ona jednorodna stopnia 0
1

 


N

i
iΘ  . Płynie stąd wniosek, że 

jeśli stopień jednorodności  będzie mniejszy (większy) od jedności, to funkcja 
ta charakteryzować się będzie malejącymi (rosnącymi) efektami skali. Natomiast 
w przypadku, w którym  = 1 wystąpią (charakterystyczne dla neoklasycznych 
modeli wzrostu gospodarczego) stałe efekty skali. 

II. Przyrosty każdego z zasobów kapitału iK  opisują następujące równania 

różniczkowe: 
 

iiii KYsKNi  ,...,2,1 , 

 
gdzie si oraz i interpretuje się tak, jak w przypadku związku (9). 

III. Jednostki efektywnej pracy E rosną według stopy wzrostu ngEE /  

będącej sumą stopy egzogenicznego postępu technicznego w sensie Harroda 
g > 0 i stopy wzrostu liczby pracujących n > 0. 

IV. Konsumpcja C stanowi różnicę pomiędzy produkcją Y a sumą inwestycji 

,
1



N

i
iYs  czyli: 

.1
1

YsC
N

i
i 







 



 

 
V. Celem działania typowego konsumenta, podobnie jak w modelach wzro-

stu endogenicznego Lucasa i Romera, jest maksymalizacja sumy zdyskontowa-
nej użyteczności konsumpcji owego konsumenta w nieskończonym horyzoncie 
czasowym. Sumę tę opisuje całka niewłaściwa (11) jak w modelu Lucasa. 

Założenia I–V analizowanego tu modelu wzrostu gospodarczego można 
sprowadzić do następującego zadania sterowania optymalnego Pontriagina (por. 
Tokarski [2007, s. 3–6]): 
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gdzie: y to wydajność pracy, ki (dla i=1,2,…, N) oznacza zasób i-tego kapitału na 
pracującego, ki

0 – zasób ów w momencie t = 0, natomiast A0 > 0 i L0 > 0 są zaso-
bami wiedzy A i pracy L w owym momencie. 

Zadanie sterowania optymalnego (26) posiada niebrzegowe rozwiązanie 
przy stałych w czasie stopach inwestycji s1, s2, …, sN. Wówczas stopę wzrostu 

wydajności pracy yy /  oraz kolejnych zasobów kapitału ii kk /  określa równa-

nie (por. Tokarski [2007, s. 6–11]): 
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 .   (27) 

 
Z równania (27) wyciągnąć można m.in. następujące wnioski, dotyczące 

długookresowych stóp wzrostu w modelu optymalnego sterowania typu Nonne-
mana-Vanhoudta (por. też Tokarski [2007, s. 11–12]): 

 Stopy wzrostu podstawowych zmiennych makroekonomicznych na pra-
cującego zależne są od stopy harrodiańskiego postępu technicznego g, stopy 
wzrostu liczby pracujących n, elastyczności  oraz elastyczności 1, 2, …, N 
makroekonomicznej funkcji produkcji względem jednostek efektywnej pracy E 
oraz nakładów kolejnych zasobów kapitału K1, K2, …, KN. 

 Im wyższa jest stopa postępu technicznego w sensie Harroda, tym wyż-
sze są długookresowe stopy wzrostu y oraz k1, k2, …, kN. 

 Jeśli makroekonomiczna funkcja produkcji charakteryzuje się malejącymi 

(rosnącymi) efektami skali, czyli wówczas, gdy 1
1
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i
iΘ  , to 

wysokiej stopie wzrostu liczby pracujących n towarzyszą niskie (wysokie) stopy 
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wzrostu wydajności pracy i kolejnych zasobów kapitału na pracującego. Nato-
miast w przypadku, w którym występują stałe efekty skali, a więc przy 

1
1




N

i
iΘ  , stopy wzrostu NN kkkkkkyy //// 2211

   są niezależne 

od stopy wzrostu liczby pracujących i – podobnie jak w neoklasycznych mode-
lach Solowa, Mankiwa-Romera-Weila oraz Nonnemana-Vanhoudta – równe są 
stopie egzogenicznego postępu technicznego g. 

Co więcej, z niebrzegowego rozwiązania zadania sterowania optymalnego 
(26) wynika też, iż optymalne stopy inwestycji określają równania (por. Tokar-
ski [2007, s. 15]): 
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Z zależności (28) wynika co następuje: 
 Optymalne stopy inwestycji zależne są m.in. od preferencji typowego 

konsumenta co do alokacji konsumpcji w czasie, które opisane są przez stopę 
dyskontową  oraz odwrotność międzyokresowej substytucji konsumpcji  
 owego konsumenta.  

 Co więcej, im niższe wartości przyjmuje , tym wyższe są optymalne 
stopy inwestycji. 

 Natomiast kierunek oddziaływania  na owe stopy zależny jest od stop-
nia jednorodności makroekonomicznej funkcji produkcji. Jeśli stopień ów będzie 

wyższy (niższy) od wyrażenia ,1
n

g
 to wysokiej wartości  odpowiadać będą 

wysokie (niskie) optymalne stopy inwestycji si. 
 
 
5. Rozszerzenie endogenicznych modeli wzrostu gospodarczego,  

            modele wzrostu semi-endogenicznego 
 
W punkcie poprzednim analizowano endogeniczne modele wzrostu gospo-

darczego, natomiast w kolejnym punkcie przedstawione zostaną rozszerzenia 
owych modeli.  

W prezentowanych modelach semi-endogenicznych obok maksymalizacji 
użyteczności typowego konsumenta oraz wyznaczenia optymalnej stopy wzrostu 
konsumpcji (równej stopie wzrostu produkcji) maksymalizuje się również do-
chód podmiotu monopolistycznego, który wytwarza czynniki niezbędne w pro-
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cesie produkcyjnym. W punktach 5.4 oraz 5.5 przedstawiona jest optymalna (w 
sensie Pareto) alokacja zasobów w rozważanej gospodarce oraz efekty ze-
wnętrzne związane z zaangażowaniem kapitału ludzkiego w sektorze nowych 
technologii. 

 
5.1.  Założenia modelu 

 
I. Podobnie jak w modelach wzrostu endogenicznego typowy konsument, 

maksymalizuje sumę zdyskontowanej użyteczności konsumpcji w nieskończo-
nym horyzoncie czasowym. Owa suma maksymalizowana jest poprzez następu-
jącą całkę preferencji:  

 

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





0

1

1

1
dte

tC t
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
  (29) 

 
W rozważanym modelu zakładamy brak wzrostu populacji, natomiast cał-

kowity zasób kapitału ludzkiego generowany przez rynek wynosi L. 
II. Strumień produktu Y opisuje funkcja produkcji postaci: 

 

  
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tA

dvtvxLY
0

1,
1

1 


  (30) 

 
gdzie L > 0 jest zagregowanym nakładem kapitału ludzkiego, tA  oznacza ilość 

czynników produkcji dostępnych w okresie t,  tvx ,  to całkowita ilość czynni-

ków produkcji v   tAv ,0 użytych w procesie produkcyjnym w okresie t.  

Funkcję produkcji (30) można również zapisać w następującej postaci: 
 







 1

1

1
XLY   (31) 

 
gdzie: 
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przy czym   to elastyczność substytucji pomiędzy nakładami dóbr kapitało-

wych. Funkcja produkcji (30) zapisana za pomocą związku (31) uwydatnia stałe 
efekty skali.  

III. Normalizując cenę dóbr finalnych w każdym okresie do jedności, 
otrzymujemy następujące ograniczenie zasobów w gospodarce: 

 
       tYtZtXtC    (32) 

 
gdzie X(t) to nakłady na czynniki produkcji (nakłady inwestycyjne), zaś Z(t) to 
wydatki poniesione na nowe technologie w okresie t. Zakładamy też, że każda 
jednostka czynnika produkcji może być wytwarzana z kosztem krańcowym pro-
dukcji równym  1,0 .  

IV. Możliwości innowacyjne gospodarki opisane są przez związek: 
 

 tZAt    (33) 
 
gdzie 0  oraz początkowy stan zawansowania technologicznego wynosi: 

  .00 A  Równanie (33) implikuje, że większe nakłady na nowe technologie 
prowadzą do tworzenia nowych czynników produkcji.  

V. Podmioty oferujące czynniki produkcji v na rynku ustalają ich cenę na 
poziomie  tvpx ,  taką, aby maksymalizowała ich dochód. Zakładając, iż czynni-
ki produkcji ulegają całkowitej deprecjacji podczas ich użytkowania 

 tvpx , można interpretować jako koszt ich użytkowania. 
Popyt na czynniki produkcji v otrzymujemy poprzez maksymalizację zagre-

gowanych zysków netto w sektorze dóbr finalnych. Problem maksymalizacji 
zysków można zapisać jako: 
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 (34) 

 
Zależność (34) opisuje maksymalizację różnicy pomiędzy  dochodem uzy-

skanym z produkcji a kosztem całkowitym produkcji (na który składa się koszt 
użytkowania czynników produkcji oraz koszt zaangażowania kapitału ludzkiego). 

Pierwszym warunkiem maksymalizacji zysku jest określenie popytu na 
czynniki produkcji; przyjmuje on następującą formę:  

 

    Ltvptvx x
 ,,   (35) 
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gdzie 



1

  to elastyczność popytu na czynniki produkcji. Popyt dany równa-

niem (35) zależy od kosztu użytkowania czynników produkcji oraz podaży pracy.  
Drugim warunkiem maksymalizacji zysku jest określenie zaktualizowanego 

dochodu monopolisty wytwarzającego czynniki produkcji v, jako: 
 

   
 

dsesvtvV
t

djjr
s

t
 

 ,,    (36) 

gdzie: 
 
       tvxtvxtvptv x ,,,,    

oznacza dochody monopolisty  wytwarzającego czynniki produkcji v w czasie t, 
 tr  to rynkowa stopa procentowa dla okresu t. Zakładając, że równanie (36) 

jest różniczkowalne dla każdego okresu t, problem maksymalizacji sprowadza 
się do następującego związku:  
 
        tvtvVtvVtr ,,,   .  (37) 

 
5.2.  Charakterystyka równowagi 
 
Alokacja zasobów w tej gospodarce jest zdefiniowana przez następujące 

zmienne: ścieżkę czasową dla poziomu konsumpcji    ,0

ttC  łącznych nakła-

dów na czynniki produkcji    ,0

ttX  łącznych wydatków na nowe technologie 

   ,0

ttZ  ceny i ilości czynników produkcji      ,,;, 0


tx tvxtvp  stopy procen-

towej   0ttr  oraz stopy wynagrodzeń    .0

ttw   

Równowaga w opisywanym modelu występuje wówczas, gdy ścieżki cza-

sowe     0,;, tx tvxtvp  maksymalizują zaktualizowaną wartość dochodów mo-

nopolistów działających na rynku oraz       0,, ttZtXtC  maksymalizują uży-

teczność typowego konsumenta. Ze związku (7) wynika, że rozwiązanie pro-
blemu maksymalizacji dla każdego  tAv ,0  sprowadza się do tego, iż cena 

czynników produkcji jest taka sama dla każdego okresu. Monopolista ustala 
cenę na takim poziomie aby przewyższała jego koszt krańcowy ,  co oznacza, 

że  można założyć, iż dana jest ona zależnością: 
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     






1

,,0,,0 tvptAv xt . 

 
Normalizując koszt krańcowy do  1  okazuje się, że cena czynników 

produkcji równa jest jedności. Maksymalizacja zysków monopolisty implikuje 
również, że każdy monopolista wytwarza tę samą ilość czynników produkcji 
równą:  

 
      LtvxtAv t  ,,0,,0   (38) 

 
Zatem zysk monopolisty można zapiać jako: 
 

      LtvtAv t   ,,0,,0  (39) 
Z równania (39) wynika, że każdy monopolista generuje taki sam zysk  

w każdym okresie. 
Z równań (30) oraz (35) płynie wniosek, że funkcję produkcji można zapisać 

jako: 
 

  LAtY t 
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1

1
  (40) 

 
Z równania (40) wynika, że chociaż zagregowana funkcja produkcji generu-

je stałe efekty skali z punktu widzenia końcowych odbiorców czynników pro-
dukcji (dla których tA  jest zmienną egzogeniczną), to w odniesieniu do całej 
gospodarki dochody rosną wraz ze wzrostem skali produkcji.  

Popyt na pracę w sektorze dóbr finalnych wynika z pierwszego warunku 
maksymalizacji (34), co implikuje, że płace równe są: 

 

  tAtw 
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  (41) 

 
Zakładając następujące związki: 
 

         0,1,0,,1,  tvZtvVtvZtvV   (42) 
 
otrzymujemy tak zwane warunki „wejścia” na rynek. 

Z powyższych rozważań wynika, że każdy z tA  monopolistów dostarcza 

całkowitą ilość czynników produkcji daną przez związek (10), stąd dochodzi się 
do całkowitych nakładów na czynniki produkcji: 
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    LAtX t  1   (43) 
 
Maksymalizacja użyteczności typowego konsumenta sprowadza się do rów-

nania Eulera dla stopy wzrostu konsumpcji: 
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oraz z warunku transwersalności: 
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który implikuje, że całkowity zysk  
tA

dvtvV
0

,  rośnie nie szybciej niż stopa dys-

konta. 
Z powyższych rozważań wynika, że równowaga może być zdefiniowana jako: 
 ścieżka czasowa konsumpcji, nakładów na nowe technologie i całkowi-

tej ilości dostępnych czynników produkcji, które spełniają związki: (32), (36), 
(42), (44) i (45),  

 ścieżka czasowa dla cen i ilości      tAvx tvxtvp ,,, czynników produk-

cji, która spełnia równania (38) i (39), 

  ścieżka czasowa rynkowej stopy procentowej oraz płac     0, ttwtr , 
która spełnia równania (41) i (45).  

Zrównoważona ścieżka wzrostu (stabilny punkt równowagi), występuje 
wówczas, gdy konsumpcja C(t) i produkcja Y(t) rosną w stałym tempie. Równa-
nie (40) implikuje zaś, że tA również rośnie w stałym tempie. 

 
5.3.  Zrównoważona ścieżka wzrostu 
 
 Punkt równowagi jest osiągany wtedy, gdy konsumpcja C(t) rośnie we-

dług stałej stopy .Cg  Ze związku (44) wynika, iż rynkowa stopa procentowa 

musi również rosnąć w stałym tempie, stąd można założyć, że  rtr )( dla każ-
dego t. Z równania (39) oraz z założenia, że stopa procentowa jest stała, związek 
(37) implikuje że   ,0tV  zaś stąd i z równania (8) otrzymujemy: 
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  (46) 

 
Równanie (46) oznacza, że zyski monopolistów L  w punkcie równowagi 

są zaktualizowane stałą stopą dyskonta równą .r  
Z warunków „wejścia” (42) wynika, że zachodzi następująca zależność: 

.Lr   

Natomiast równanie konsumpcji (44) implikuje, że stopa wzrostu konsump-
cji w punkcie równowagi dana jest przez związek: 
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Ponadto bieżący Hamiltonian dla problemu maksymalizacji użyteczności ty-

powego konsumenta jest wklęsły, a stąd i z warunku transwersalności można 
scharakteryzować optymalny plan konsumpcji dla typowego konsumenta. 

W punkcie równowagi konsumpcja nie może rosnąć w innym tempie, niż 
łączna produkcja, stąd długookresowa stopa wzrostu w rozważanej gospodarce 
dana jest przez równanie: 

 

 


 Lg
1

    (48) 

 
 Załóżmy, że zachodzą następujące ograniczenia  na stopę preferencji typo-
wego konsumenta: 

 
    LL 1 .  (49) 

 

Pierwszy warunek implikuje, że ,0g  drugi zaś, że typowy konsument 

charakteryzuje się skończoną użytecznością. Przy warunkach (49) istnieje punkt 

równowagi w którym produkcja rośnie według stałej stopy wzrostu  .0g  

 
5.3.1. Optymalna alokacja w sensie Pareto 
 
W prezentowanym modelu konkurencja monopolistyczna implikuje, że wy-

stępująca równowaga nie zawsze jest optymalna w sensie Pareto. Aby zestawić 
równowagę i optymalną alokację w sensie Pareto można zacząć od problemu 
optymalnego wzrostu. Optymalna ścieżka wzrostu jest rozwiązaniem zagadnie-
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nia maksymalizacji użyteczności typowego konsumenta (29), ograniczenia za-
sobów w gospodarce (32) oraz możliwości innowacyjnych (33). Owe ogranicze-
nie zasobów może być zapisane jako: 
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gdzie wyrażenie po prawej stronie powyższej nierówności to zdyskontowany 
zysk netto. Zagadnienia optymalnego wzrostu można rozwiązać w dwóch eta-
pach. Pierwszy etap obejmuje charakterystykę optymalnej alokacji, natomiast 
drugi- charakterystykę optymalnej ścieżki wzrostu konsumpcji C(t) oraz ścieżki 
wzrostu dostępnych czynników produkcji .tA  Pierwszy krok jest równoważny  

z maksymalizacją prawej strony nierówności (50), która prowadzi do związku: 
 

    .1,
1

Ltvx    

 
Podstawiając tę zależność do równania (30) dochodzi się do optymalnej alo-

kacji w sensie Pareto: 
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Stąd produkt netto  tY może być zapisany jako:  
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Następnym etapem charakterystyki optymalnej ścieżki wzrostu jest maksy-

malizacja preferencji typowego konsumenta:  
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przy warunku: 
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gdzie tA to zmienna endogeniczna, natomiast C(t) to zmienna egzogeniczna. 

Bieżący hamiltonian dla powyższego problemu dany jest równaniem: 
 

         





 


 



tCLAt
tC

CAH tt 


 

 11

1
1

,,ˆ . 

Warunki konieczne istnienia rozwiązania sprowadzają się do następującego 
układu warunków: 
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Powyższe równania charakteryzują optymalną ścieżkę wzrostu. Łącząc te 

warunki otrzymujemy optymalną ścieżkę wzrostu dla konsumpcji: 
 

 
    






   


 L

tC

tC 1

1
1

  (51) 

 
Optymalna alokacja, tak jak optymalna stopa wzrostu, zależy od stałej stopy 

konsumpcji, natomiast optymalną stopę wzrostu konsumpcji (51) można porów-
nać do zrównoważonej stopy wzrostu danej przez związek (48). Stąd jeżeli 

  
1

1  > 1 to optymalna stopa wzrostu jest zawsze większa od stopy zrów-

noważonego wzrostu (48). 

Ponadto przy warunku:          L
1

11  począwszy od ,00 A  

optymalna alokacja potęguje stałą stopę wzrostu: 
 

  





   


 Lg
1

1
1

, 

 

która jest istotnie większa niż stopa równowagi g  dana przez równanie (48). 

Intuicyjnie optymalna stopa wzrostu w alokacji Pareto jest wyższa niż zrówno-
ważona stopa wzrostu ponieważ wartość społeczna innowacji jest wyższa, niż 
wartość ekonomiczna innowacji. 
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5.3.2. Wzrost z zewnętrznymi efektami wiedzy 
 
W punktach poprzednich wzrost oparty był na  możliwościach innowacyj-

nych gospodarki, w szczególności na ilości czynników produkcji, charakteryzu-
jących się wysoko rozwiniętymi technologiami. Innym podejściem do tego za-
gadnienia jest skierowanie większego zasobu kapitału ludzkiego do sektora no-
wych technologii.  

Możliwości innowacyjne gospodarki można teraz zapisać następująco: 
 

 tLAA Rtt    (52), 

 
gdzie  tLR  to alokacja kapitału ludzkiego w sektorze nowych technologii  

w momencie t, wyrażenie tA  to zasób dostępnych technologii w momencie t. 

Stąd większa wartość tA  pociąga za sobą większą produktywność zasobu ludz-

kiego w sektorze nowych technologii. Zauważmy, że możliwości innowacyjne 
dane przez (52) są proporcjonalne do zasobu kapitału ludzkiego skierowanego 
do sektora nowych technologii. Owa proporcjonalność jest źródłem wzrostu 
endogenicznego w prezentowanym modelu. Powyższe założenia są podobne do  
założeń w modelu Romera. 

Dostępny zasób kapitału ludzkiego w gospodarce w momencie t przedstawia 
się następująco: 

 
     tLtLtL ER  , 

 
gdzie  tLE to zasób kapitału ludzkiego w sektorze dóbr finalnych w momencie t. 

Łączny produkt opisuje funkcja:    
 

   tLAtY Et


1

1
   (53) 

 
Strumień dochodów monopolisty ze sprzedaży czynników produkcji wynosi: 
 
   tLt E                 (54) 

 
Wartość zaktualizowana netto zysku monopolisty opisana jest przez zależ-

ność (36). 
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Równanie (52) implikuje następujący warunek „wejścia” na rynek jako: 
 

   twtvVAt ,   (55) 

 
Lewa strona równania (55) dotyczy dochodu z zaangażowania dodatkowej  

jednostki kapitału ludzkiego w sektorze nowych technologii, natomiast  tw  to 

strumień kosztów wynikający z zatrudnienia dodatkowego pracownika w sekto-
rze nowych technologii. 

 
Płace opisuje zaś równanie: 
 

 






1

tA
tw . 

 
Ponadto wzrost w punkcie równowagi implikuje również, że rynkowa stopa 

procentowa musi być na stałym poziomie .r  Stąd oraz z warunku „wejścia” na 
rynek wynika, że zachodzi następujące równanie: 

 
 

t
E

t A
r

tL
A





 1
   (56) 

 
Zatem rynkowa stopa procentowa w punkcie równowagi jest równa: 
 

    ELr 1 , 

 

gdzie 
EL  jest stałym zasobem kapitału ludzkiego ulokowanym w sektorze dóbr 

finalnych w punkcie równowagi. Z równania Eulera dla stopy wzrostu kon-
sumpcji (51) otrzymujemy: 

 

 
       gL
tC

tC
E 


1

1
  (57) 

 

Granica możliwości innowacyjnych (52) implikuje, że 
 
     ER LLL
tN

tN 


. 

Ponieważ tempo wzrostu konsumpcji musi być takie samo, jak tempo postępu 
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technologicznego w punkcie równowagi, stąd: 
 
 tN

tN
g


 , co implikuje, że po-

ziom zatrudnienia w punkcie równowagi opisany jest przez: 
 

  






1

L
LE   (58) 

 
Rozważając wyżej opisany model gospodarki z efektami zewnętrznymi  

wiedzy oraz zakładając, że stopa preferencji konsumpcji typowego konsumenta 
  spełnia następującą nierówność : 

 

       EE LL  111 . 
 
Otrzymujemy, że począwszy od 00 A istnieje optymalna ścieżka wzrostu, 

w której technologia, produkcja i konsumpcja rosną według tej samej stopy 

równej 0g  danej przez (57).  
 
 
6. Podsumowanie 
 
Prowadzone w opracowaniu analizy można podsumować następująco: 
 W neoklasycznym modelu wzrostu gospodarczego Solowa istnieje pewien 

dodatni zasób kapitału rzeczowego na jednostkę efektywnej pracy, przy którym 
osiągana jest długookresowa równowaga modelu. Z modelu Solowa wynika 
również, że w długookresowej równowadze wydajność pracy oraz techniczne 
uzbrojenie pracy rosną według tej samej długookresowej stopy wzrostu (równej 
stopie postępu technicznego w sensie Harroda). Ponadto wzrost stopy oszczęd-
ności/inwestycji prowadzi do tego, iż ścieżki czasowe wydajności pracy oraz 
technicznego uzbrojenia pracy są wyżej położone. Natomiast wzrost stopy de-
precjacji kapitału oraz stopy wzrostu liczby pracujących prowadzą do niżej po-
łożonych ścieżek wzrostu gospodarczego. 

 Model wzrostu gospodarczego Solowa posłużył również do stworzenia 
przez Phelpsa tzw. złotej reguły akumulacji kapitału, tj. takiej stopy oszczędno-
ści/inwestycji, która prowadzi gospodarkę Solowa na najwyższą długookresową 
ścieżkę wzrostu konsumpcji na pracującego. Rozważając zaś model wzrostu 
gospodarczego Solowa z funkcją produkcji typu Coba-Douglasa, złotą regułą 
akumulacji kapitału jest stopa oszczędności/inwestycji, która równa jest udzia-
łowi nakładów kapitału w produkcie.  
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 Model wzrostu Mankiwa-Romera-Weila stanowi rozszerzenie modelu 
wzrostu gospodarczego Solowa (w modelu tym oprócz akumulacji kapitału roz-
waża się również akumulację kapitału ludzkiego). W modelu tym w długookre-
sowej równowadze stopy wzrostu technicznego uzbrojenia pracy, wydajności 
pracy oraz stopa wzrostu kapitału ludzkiego na pracującego rosną również we-
dług stopy wzrostu stopie harrodiańskiego postępu technicznego. Wyższe stopy 
inwestycji implikują, iż w długim okresie ścieżki wzrostu wydajności pracy, 
zasobów kapitału rzeczowego oraz ludzkiego na pracującego przesuwają się na 
wyżej położone trajektorie. Ponadto wysokie stopy deprecjacji owych kapitałów 
oraz wysoka stopa liczby pracujących prowadzą do nisko położonych długo-
okresowych ścieżek wzrostu wydajności pracy, technicznego uzbrojenia pracy 
oraz kapitału ludzkiego na pracującego. 

 Kolejnym rozszerzeniem modelu wzrostu gospodarczego Solowa jest mo-
del wzrostu Nonnemana-Vanhoudta, w którym analizowana jest skończona licz-
ba N (substytucyjnych względem siebie) zasobów kapitałowych. Z modelu tego 
płyną wnioski podobne, do tych, które wynikają z modeli Solowa i Mankiwa-
Romera-Weila. 

 Z modelu wzrostu endogenicznego Lucasa wynika, że im bardziej konsu-
menci w owej gospodarce preferować będą konsumpcję bieżącą w stosunku do 
konsumpcji przyszłej, tym niższe stopy wzrostu będą uzyskiwać podstawowe 
zmienne makroekonomiczne. W modelu wzrostu gospodarczego Lucasa  do-
puszczalne jest trwałe podniesienie stóp wzrostu gospodarczego. Niemniej  jed-
nak trwałe podniesienie długookresowych stóp wzrostu gospodarczego musi być 
połączone ze zmianą preferencji konsumentów w stosunku do struktury kon-
sumpcji w czasie. 

 Kolejnym rozważanym modelem wzrostu endogenicznego jest model 
Romera. W modelu tym wielkość kapitału ludzkiego skierowanego do działal-
ności naukowo-technicznej oraz stopy wzrostu podstawowych, rozważanych w 
modelu, zmiennych makroekonomicznych, będą tym wyższe, im wyższy będzie 
łączny zasób kapitału ludzkiego oraz im wyższy będzie egzogeniczny współ-
czynnik efektywności nakładów kapitału ludzkiego w sferze naukowo-
technicznej. Ponadto długookresowe stopy wzrostu gospodarczego są tym wyż-
sze, im bardziej konsumenci w gospodarce przedkładają konsumpcję przyszłą 
nad konsumpcją bieżącą. 

 Z prezentowanego modelu wzrostu semi-endogenicznego wyciągnąć 
można następujące wnioski. Po pierwsze, równowaga w opisywanym modelu 
występuje wówczas, gdy zmaksymalizowane są bieżące dochody monopolistów 
(każdy monopolista ustala wówczas taką cenę, aby przewyższała jego koszt 
krańcowy) oraz użyteczność konsumpcji typowego konsumenta w gospodarce 
(prowadzi to do tego iż konsumpcja i produkcja rosną według tej samej stałej 
stopy wzrostu). Po drugie, optymalna stopa wzrostu, przy alokacji w sensie Pa-
reto, jest wyższa niż stopa wzrostu przy równowadze rozważanego modelu. Po 



Paweł Dykas, Tomasz Tokarski 42 

trzecie, podobnie jak ma to miejsce w modelu wzrostu Romera, zwiększony 
zasób nowych technologii pociąga za sobą większą produktywność kapitału 
ludzkiego w sektorze naukowo-technicznym. Ponadto istnieje optymalna ścieżka 
wzrostu, przy której technologia, produkcja oraz konsumpcja rosną według tej 
samej stopy wzrostu. 
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SUPPLY-SIDE FACTORS OF ECONOMIC GROWTH  
– BASIC THEORETICAL MODELS 

 
Summary 

 
The aim of the present study is to analyze the determinants of long-term supply growth on the 

basis of some basic theoretical models of growth. The paper examines neoclassical growth models, 
growth models based on the theory of optimal control by Pontryagin, and models of semi-
endogenous growth. 


