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PODAZOWE CZYNNIKI WZROSTU GOSPODARCZEGO
— PODSTAWOWE MODELE TEORETYCZNE

Streszczenie. Celem prezentowanego opracowania jest analiza podazowych determinantow
dtugookresowego wzrostu gospodarczego na gruncie podstawowych, teoretycznych modeli wzro-
stu. W pracy analizowane sa neoklasyczne modele wzrostu, modele wzrostu oparte na teorii opty-
malnego sterowania Pontriagina oraz tzw. modele wzrostu semi-endogenicznego.

1. Wprowadzenie

Problematyka wzrostu gospodarczego, oparta na matematycznych modelach
wzrostu gospodarczego, weszta do gldéwnego nurtu makroekonomii na przetomie
lat 30-tych i 40-tych XX wieku. Wtedy to zostaty sformulowane modele wzrostu
gospodarczego R.F. Harroda oraz E.D. Domara, ktore mozna zaliczy¢ do modeli
makroekonomii keynesistowskiej. Po keynesistowskich modelach wzrostu po-
jawity si¢ modele neoklasyczne, do ktérych zaliczy¢ mozna migdzy innymi mo-
dele: Solowa, Phelpsa, Mankiwa-Romera-Weila oraz Nonnemana-Vanhoudta.
W teorii wzrostu gospodarczego podejmowano rowniez proby endogenizacji
postgpu technicznego, w wyniku czego powstaly tzw. endogeniczne modele
wzrostu gospodarczego do ktorych zaliczy¢ mozna migdzy innymi modele
wzrostu: Ramseya, Lucasa oraz Romera.

W prezentowanym opracowaniu scharakteryzowano podstawowe modele
wzrostu gospodarczego, tj. modele: Solowa, Mankiwa-Romera-Weila oraz Non-
nemana-Vanhoudta (zaliczane do neoklasycznych modeli wzrostu gospodarcze-
go0), endogeniczne modele wzrostu (zwane inaczej modelami optymalnego ste-
rowania): Lucasa, Romera oraz N-kapitalowy model optymalnego sterowania
typu Nonnemana-Vanhoudta. Opracowanie konczy analiza tzw. modelu wzrostu
semi-endogeniczego.
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2. Neoklasyczna funkcja produkcji i reszty Solowa'

Prosta analiz¢ podazowych determinantéw dtugookresowego wzrostu go-
spodarczego oprze¢ mozna na dobrze znanej w analizach makroekonomicznych
koncepcji neoklasycznej funkcji produkcji. Przez neoklasyczna funkcj¢ produk-
¢cji z reguly rozumie si¢ funkcje ¥ =F (K ,L) , gdzie Y>0 to wielko$¢ wytworzo-
nego strumienia produktu, za$ K, L>0 oznacza naklady kapitatu i pracy, charak-
teryzujaca si¢ nastgpujacymi wilasciwosciami (za Barro, Sala-i-Martin [1995,
s. 16—-17], por. tez np. Tokarski [2009b, rozdziat 1], Tokarski [2011a, rozdzial 4]
lub Tokarski [2011b, rozdziat 5])*:

I F (K ,0)= F (O,L)z 0, co oznacza, ze kazdy z czynnikow produkcji jest
niezbedny w procesie produkcyjnym.

I lim F(K,L)= lim F(K,L)=+o, skad wynika, ze bardzo duzym

K—>+oAL>0 L—>+oAK>0
(dazacym do +o0) naktadom kapitatu K i/lub pracy L odpowiada bardzo duzy
(dazacy do +o0) strumien wytworzonego produktu.

III OF/0K>0 1 O0F/0L>0, czyli wzrost naktadoéw ktéregokolwiek z czynni-
kéw produkceji (ceteris paribus) prowadzi do wzrostu strumienia wytworzonego
produktu.

IV Zachodza warunki Inady postaci: lim & = lim o =+o0 oraz lim oF =

K—0" 0K L-0" OL K—+0 OK

. OF S L . e
= lim A =0. Warunki te interpretuje si¢ ekonomicznie w ten sposdb, ze bar-
L—+o0

dzo matym (bardzo duzym) naktadom jednego z czynnikéw produkcji odpowia-
da bardzo duzy (bardzo maty) krancowy produkt owego czynnika produkcji.

V &FIOK*<0 i 6°F/0L*< 0, co oznacza, ze wraz ze wzrostem nakladow
kazdego z czynnikow produkcji jego krancowy produkt maleje. Stad oraz z wa-
runkow Inady wynika, ze jesli naktady ktoregokolwiek rosna od 0 do +oo, to
(ceteris paribus) jego krancowy produkt spada od +oo do 0.

VI Funkcja produkcji F jest jednorodna stopnia pierwszego. Wynika stad,
ze dowolne ¢-krotne (przy ¢> 0) zwigkszenie naktadow kazdego z czynnikow
produkcji prowadzi do doktadnie {-krotnego wzrostu produktu. Wiasciwosc ta
nazywana jest rowniez w literaturze ekonomicznej statymi efektami skali (lub
statymi korzy$ciami skali).

! Punkty 2-4 prezentowanego opracowania w znacznej mierze oparte sa na pracy Tokarskiego
[2009a]. Por. tez Tokarski [2009b].

% Implicite o wszystkich wykorzystywanych dalej funkcjach zakladamy, ze sa odpowiednia
ilo$¢ razy rézniczkowalne w swoich dziedzinach.
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Korzystajac z zatozenia o stalych efektach skali mozna przej$¢ z agregato-
wej funkcji produkeji ¥ = F (K ,L) na funkcj¢ wydajno$ci pracy y = f (k) , gdzie
y=Y/L to wydajno$¢ pracy (produkt na pracujacego), za§ k = K /L oznacza
techniczne uzbrojenie pracy (kapital rzeczowy na pracujacego). Mozna pokazac,
iz funkcja wydajnosci pracy y = f (k) charakteryzuje si¢ m.in. nast¢pujacymi
wlasciwosciami (por. tez np. Chiang [1994, s. 412-414] lub Tokarski [2009b,
rozdziat 1]):

L. f(0)=0,

I lim fk)=+o0,

1L dfidk> 0,

IV. lim£=+oo 1 lim ﬂz0,
k—0" dk k—+o dk

V. d*fldk*<O0.

Korzystajac z wlasciwosci neoklasycznej funkcji produkcji mozna wypro-
wadzi¢ tzw. rOwnanie reszt Solowa [1957], ktore opisuje stope postepu tech-
nicznego w gospodarce (por. tez Harcourt [1975, s. 97-102]). Réwnanie reszt
Solowa mozna wyprowadzi¢ z funkcji ¥ = AF (K ,L), gdzie 4 oznacza laczna

produkcyjnos¢ czynnikdéw produkcji, zas§ F (K ,L) jest neoklasyczna funkcja
produkcji, przy czym F (1,1) =1. Jesli dodatkowo zalozy sie, iz Y, 4, K oraz L sa
rozniczkowalnymi funkcjami czasu e [0;+00), to mozna pokazaé, ze™:

Y A OFKK OFLL
et Wbl (1)
Y A4 6KYK OLYL

Roéwnanie (1) interpretuje si¢ ekonomicznie w ten sposob, ze stopa wzrostu
produkcji Y/Y jest suma stopy postepu technicznego Al A (rownej stopie
wzrostu tacznej produkcyjnosci czynnikdéw produkcji) oraz sumy stop wzrostu
naktadow kapitatu K/K i pracy L/L wazonych elastycznoSciami produkcji
wzgledem naktadow owych czynnikow produkcji®. Jesli teraz uwzgledni sig
marginalng teori¢ podziatu Clarka (tj. teoremat, ze w warunkach gospodarki
doskonale konkurencyjnej kazdy z czynnikow produkcji musi by¢ optacany

3 Zapis x =dx/dt oznaczal bedzie dalej pochodna zmiennej x po czasie 1, czyli — ekono-
micznie rzecz ujmujac — przyrost warto$ci owej zmiennej w momencie 7.

FF K (OF L
* Wyrazenie —— [——] w réwnaniu (1) to elastycznos¢ produktu wzgledem nakta-

OK'Y \oLY
dow kapitatu (pracy).
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zgodnie z jego produktem krancowym®), to ceny czynnikow produkcji (realna
stopa procentowa r i placa realna w) sa rowne, odpowiednio, 0F/0K i OF/OL.
Wstawiajac powyzsze rownania do zwiazku (1) otrzymuje si¢ zaleznosc:

L 4 K L

—=—+4ay—+oa,—, 2
L 4 "k 'L @)

L
Y

Y 4 KK
—=—+——+
Y 4 Y K
gdzie ox=rK/Y oraz ay=wL/Y sa udzialami kapitatu i pracy w produkcie.
Poniewaz udziaty naktadow czynnikow produkcji w produkcie musza su-
mowac si¢ do jednosci, zatem np. a, =1—a, . Wstawiajac powyzsza zalezno$¢

do réwnania (2) otrzymuje sig:

|

Y +a £+(I—a )£:>z—£—£+a K L 3)
Y KK L Y L A Kk L)

Podstawiajac w réwnaniu (3) y/y=Y/Y—L/L oraz k/k=K/K—-L/L

(gdzie y/y i k/k oznacza, odpowiednio, stopy wzrostu wydajnosci pracy
i technicznego uzbrojenia pracy), mozna je przeksztaltcic i zapisac nastgpujaco:

A k
Z —OCKE. (4)

< [

Roéwnanie (4) nazywane jest w literaturze ekonomicznej rownaniem reszt
Solowa. Pozwala ono na oszacowanie stopy postepu technicznego w gospodar-
ce. Z rbwnania tego wynika, ze stopa postepu technicznego A/ A jest roznica
pomigdzy stopa wzrostu wydajnosci pracy y/y a stopa wzrostu technicznego

uzbrojenia pracy k/k wazona udziatem naktadow kapitatu w produkcie ay.

W swoim artykule z 1957 roku Solow, liczac stopy wzrostu wydajnosci pra-
cy, technicznego uzbrojenia pracy oraz udziaty naktadow kapitatu w produkcie
(W nierolniczym sektorze prywatnym w Stanach Zjednoczonych w latach 1909-
1949) oszacowal, ze stopa postepu technicznego w gospodarce amerykanskiej wy-
nosita ok. 1% rocznie w latach 1909-1929 oraz ok. 2% w drugiej potowie analizo-
wanego przezen okresu. Oznaczato to, ze udzial postgpu technicznego we wzroscie
wydajnosci pracy w rozwazanym przez Solowa okresie wynosit ok. 87,5%, za$

> Por. np. Tokarski [2011a, rozdziat 8].
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pozostate 12,5% wzrostu produktu na pracujacego byto efektem akumulacji kapitatu
rzeczowego (por. Solow [1957] lub Harcourt [1975, s. 97-112]).

3. Neoklasyczne modele wzrostu gospodarczego

Na bazie neoklasycznej funkcji produkcji powstal rowniez neoklasyczny
model wzrostu Solowa [1956]. W modelu wzrostu Solowa z postgpem technicz-
nym w sensie Harroda® przyjmuje si¢ nastgpujace zatozenia dotyczace funkcjo-
nowania gospodarki w diugim okresie (szerzej na ten temat por. np. Tokarski
[2009D, rozdziat 2] lub Tokarski [2011b, rozdziat 5]):

I.  Proces produkcyjny opisany jest przez neoklasyczna funkcje produkcji
postaci: Y =F (K E ), gdzie E = AL jest zasobem efektywnej pracy rozumia-
nym jako iloczyn liczby pracujacych L i dostgpnej w gospodarce wiedzy nauko-
wo-technicznej 4.

II. Przyrost zasobu kapitalu rzeczowego rowny jest réznicy miedzy inwe-
stycjami (zdeterminowanymi przez oszcz¢dnosci) a deprecjacja kapitatu. Zato-
zenie to mozna zapisa¢ przy pomocy nastgpujacego réwnania rézniczkowego:
K =sY-0K, gdzie s€(0;1) jest stopa oszczednosci/inwestycji, zas de(0;1) to
stopa deprecjacji kapitatu.

III. Zasoby pracy L i wiedzy A rosna wedlug danych egzogenicznie stop
wzrostu rownych n oraz g (n, g > 0). Wynika stad, ze zasob efektywnej pracy
E ro$nie wedlug stopy wzrostu =g+ n, czyli: E/E = p1.

Opierajac si¢ na takim zbiorze zatozen mozna wyprowadzi¢ rownanie Solo-
wa dane wzorem:

kE :Sf(kE)_(§+ﬂ)kE’ (5)

gdzie k=Y/E oznacza produkt na jednostke efektywnej pracy, za$ f jest neokla-
syczng funkcja wydajnosci pracy. Rownanie Solowa (5) mozna interpretowac
ekonomicznie w ten sposob, ze przyrost kapitatu na jednostke efektywnej pracy

ky jest rowny roznicy pomigdzy oszczgdnos$ciami/inwestycjami na jednostke
efektywnej pracy sf (kE) a ubytkiem kapitatu na jednostke efektywnej pracy
(6 + /,z)kE, ktory to ubytek mozna roztozy¢ na ubytek wynikajacy z deprecjacji
kapitatu (ékE) oraz ze wzrostu jednostek efektywnej pracy (,ukE). Korzystajac
z wihasciwos$ci funkcji f oraz z rOwnania Solowa mozna pokazaé, ze istnicje pe-

6 Tj. takim postepem technicznym, ktory bezposrednio poteguje produkcyjnosé pracy.
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wien zasob kapitatu na jednostke efektywnej pracy k;, przy ktérym kE =0. Co
wigcej, bez wzgledu na wyjsciowe wartosci wszystkich zmiennych w modelu
wzrostu Solowa (poza k= 0) gospodarka musi doj$¢ do zasobu k;. Zatem Ow

zasob kapitalu na jednostkg efektywnej pracy mozna traktowac jako zasob
w dlugookresowej rownowadze Solowa. Stad za§ oraz z wlasciwosci funkcji
f wynika, ze wowczas istnieje rOwniez pewien strumien produktu na jednostke

efektywnej pracy y, = f (k; ), do ktorego dazy gospodarka w dlugim okresie.
Poniewaz k=Aky oraz y=Ayg, za$ z zatozenia IIl. modelu Solowa wynika, iz:
A/ A=g, zatem w dtugookresowej rownowadze analizowanego modelu wzro-

stu gospodarczego wydajno$¢ pracy y i techniczne uzbrojenie pracy k rosna we-
dlug stopy wzrostu rownej stopie harrodianskiego postepu technicznego g. Co
wigcej, mozna pokaza¢ (por. np. Tokarski [2009b, rozdziat 2] lub Tokarski
[2011b, rozdziat 5]), ze w warunkach dtugookresowej rownowagi Solowa (po
pierwsze) stopy wzrostu podstawowych zmiennych makroekonomicznych przy-
padajacych na pracujacego sa zdeterminowane przez stope egzogenicznego po-
stgpu technicznego w sensie Harroda oraz (po drugie) potozenie dlugookreso-
wych $ciezek wzrostu wydajno$ci pracy i technicznego uzbrojenia pracy jest
tym wyzsze, im wyzsze jest stopa oszczedno$ci/inwestycji oraz im nizsze sa
stopa deprecjacji kapitatu i stopa wzrostu liczby pracujacych. Wynika stad, ze
wzrost stopy oszczedno$ci/inwestycji s lub spadek otn moga doprowadzi¢ do
sytuacji, w ktorej stopy wzrostu technicznego uzbrojenia pracy i wydajnosci
pracy beda (w okresie przejsciowym) wyzsze od stopy harrodianskiego postepu
technicznego. Oznacza to, ze wowczas gospodarka w krotkim i §rednim okresie
wspina si¢ na wyzej potozona, dlugookresowa Sciezke wzrostu gospodarczego.
Po jej osiagnigciu stopy wzrostu y oraz k ksztaltuja si¢ na poziomie odpowiada-
jacym stopie harrodianskiego postepu technicznego.

Model wzrostu gospodarczego Solowa stat si¢ takze inspiracja dla Phelpsa
[1961] do stworzenia tzw. ztotej reguty akumulacji kapitatu’. Przez zlota regule
akumulacji Phelpsa rozumie si¢ sytuacje, w ktorej gospodarka Solowa znajduje
si¢ w takiej dlugookresowej rownowadze, ktora maksymalizuje konsumpcj¢ na
pracujacego (przy zatozeniu, ze w gospodarce nie wystgpuje postep techniczny).
Oznacza to, ze zlota reguta akumulacji Phelpsa jest stopa oszczednos$ci inwesty-
cji sg € (0;1), przy ktorej ¢ = (1 —S)y* osigga maksimum wzgledem s (gdzie
¢" oznacza konsumpcje na pracujacego, ¥ to wydajno$é pracy w warunkach
rownowagi Solowa, za$ s jest stopa oszczedno$ci/inwestycji). Problem ten toz-

" Uogolnienie owej reguty na dwu- i wielokapitalowe, neoklasyczne modelu wzrostu gospo-
darczego Mankiwa, Romera, Weila [1992] oraz Nonnemana-Vanhoudta [1996] znalezé mozna
w pracach Dykasa, Sulimy, Tokarskiego [2008] oraz Tokarskiego [2009b, 2011b].
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samy jest z maksymalizacja wyrazenia: ¢ = f (k*)— (5 + n)k* ze wzgledu na k.
Mozna pokazaé, ze ¢ maksymalizowane jest wzgledem &~ wowczas, gdy zacho-
dzi zwigzek:

o) =5+n. (6)

" =

dk

Z réwnania (6) wynika, ze zlota reguta akumulacji kapitatu Phelpsa jest taki
zasOb kapitatu na pracujacego k;, przy ktorym krancowy produkt kapitatu na

pracujacego df (k*)/ dk" réwny jest stopie ubytku technicznego uzbrojenia pracy
5+ n. Poniewaz za$ dtugookresowy zasob kapitatu &~ jest rosnaca funkcja stopy
oszczednosci/inwestycji s, zatem zlota stopa oszczednosci/inwestycji jest taka

stopa s, przy ktorej zasob kapitatu k; spetnia warunek (6). Jesli zas§ wykorzysta

si¢ w modelu wzrostu Solowa funkcje produkcji Cobba-Douglasa, to okaze sig,
iz ztota stopa oszczednosci/inwestycji jest s .~ a, gdzie a € (0;1) jest udzialem
naktadow kapitatu w produkcie.

Proby rozszerzenia modelu wzrostu Solowa mozna znalez¢ takze np. w pra-
cach Tokarskiego [2003abc i 2008]. W pracach Tokarskiego [2003a, 2008] szu-
ka si¢ dlugookresowych $ciezek wzrostu gospodarczego nie tylko w warunkach
statych efektow skali (jak ma to miejsce w oryginalnych, neoklasycznych mo-
delach wzrostu gospodarczego), ale takze w warunkach rosnacych lub maleja-
cych efektow skali. Z prowadzonych tam rozwazan wynika, ze jesli w gospodar-
ce wystepuja rosnace lub malejace efekty skali, to dlugookresowa stopa wzrostu
podstawowych zmiennych makroekonomicznych zalezna jest nie tylko od stopy
egzogenicznego postepu technicznego, lecz rowniez od rodzaju uzyskiwanych
efektow skali (wniosek ten prawdziwy jest rowniez na gruncie neoklasycznych
modeli wzrostu Mankiwa-Romera-Weila [1992] oraz Nonnemana-Vanhoudta
[1996] — por. tez Tokarski [2009b]). Oznacza to, ze w warunkach rosnacych
efektow skali istotnym katalizatorem dtugookresowego wzrostu gospodarczego
moga by¢ wszelkie polityki rynku pracy, ktore prowadza do podniesienia dtugo-
okresowych stop wzrostu liczby pracujacych.

W pracy Tokarskiego [2003b] znajduje si¢ proba kompilacji neoklasycznego
modelu wzrostu Solowa z keynesistowskim modelem wzrostu Domara [1962]
w celu wyznaczenia dtugookresowych regut polityki monetarnej. W modelu tym
przyjmuje si¢ m.in., Ze popytowa strona gospodarki jest opisana przez roGwnania
zblizone do rownania zagregowanego popytu wystepujacego w modelu Domara,
za$ podazowa strona gospodarki jest taka, jak w modelu Solowa z funkcja pro-
dukcji Cobba-Douglasa. Co wigcej, w modelu tym zaktada sig, iz stopa procen-
towa oddzialuje na inwestycje (ktore — z kolei — oddziatuja zardbwno na popyto-
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wa, jak 1 podazowa strong gospodarki), za§ podaz pracy ro$nie wedlug pewnej
statej, danej egzogenicznie stopy wzrostu.

Na gruncie tak zadanego modelu gospodarki szuka si¢ $ciezki czasowej re-
alnej stopy procentowej gwarantujacej spetnienie trzech nastgpujacych warun-
kow:

I. Bank centralny nie dopuszcza do tego, by zagregowany popyt przekro-
czyt wielko$¢ produktu potencjalnego, gdyz wowczas nadwyzkowy popyt wy-
wolalby presj¢ inflacyjna.

II. Bank centralny dostosowuje wielko$¢ zagregowanego popytu w gospo-
darce do produkcji potencjalnej, co zapobiega powstaniu niewykorzystanych
zdolnosci produkcyjnych w gospodarce.

III. Zaktadajac, ze w wyjSciowym momencie =0 stopa bezrobocia byla
stopa bezrobocia rownowagi, bank centralny nie dopuszcza do tego, by stopa ta
ulegta zmianie. Zalozenie to implicite oznacza, ze bank centralny musi znalez¢
taka Sciezke czasowa realnych stop procentowych, aby liczba pracujacych rosta
wedlug stopy wzrostu rownej stopie wzrostu podazy pracy.

Rozwiazanie tak zadanego modelu wzrostu gospodarczego prowadzi m.in.
do nastgpujacych wnioskdéw. Po pierwsze, istnieje dlugookresowa $ciezka wzro-
stu realnej stopy procentowej, ktora zapewnia gospodarce pelne wykorzystanie
istniejacych wen zdolnosci produkcyjnych. Po drugie, w warunkach rownowagi
typu Domara-Solowa, uwzgledniajacej wspomniane wczesniej reguty polityki
monetarnej, dlugookresowe stopy wzrostu zasobu kapitatu i strumienia produktu
(podobnie jak w neoklasycznych modelach wzrostu Solowa, Mankiwa-Romera-
Weila i Nonnemana-Vanhoudta) ksztaltuja si¢ na pewnym, ustalonym poziomie,
wynikajacym glownie ze stopy egzogenicznego postgpu technicznego w sensie
Harroda oraz ze stopy wzrostu liczby pracujacych. Po trzecie, rozwigzanie mo-
delu typu Domara-Solowa wyznacza dlugookresowe $ciezki wzrostu kapitatu
i produktu o nizszym nachyleniu, niz ma to miejsce w przypadku modeli Solo-
wa, Mankiwa-Romera-Weila i Nonnemana-Vanhoudta. Wynika to stad, iz
w modelach neoklasycznych nie uwzglednia si¢ ograniczen popytowych (zwia-
zanych ze wzrostem gospodarczy) i analizuje si¢ jedynie ksztaltowanie si¢ Scie-
zek produktu potencjalnego. Natomiast ,,w rzeczywistosci, ktora jest przedmio-
tem opisu, nie jest na 0got spetnione teoretyczne zatozenie, iz produkcja realizu-
Je sie na poziomie potencjalnie okreslonym” (Welfe [2000, s. 64]). Uwzglednie-
nie za$ popytowych ograniczen procesow wzrostu gospodarczego prowadzi do
rozwiazania o nizszych dlugookresowych stopach wzrostu od tych, ktére wyste-
puja w oryginalnych, neoklasycznych modelach wzrostu gospodarczego.

Mozna rowniez potaczy¢ modele wzrostu Solowa, Mankiwa-Romera-Weila
i Nonnemana-Vanhoudta z modelami ptac efektywnosciowych Solowa [1979]
1 Summersa [1988] (por. Tokarski [2003, 2009b, rozdziat 6]). Celem takiej kom-
pilacji neoklasycznych modeli wzrostu gospodarczego z modelami ptac efek-
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tywno$ciowych jest proba endogenizacji popytu na pracg i liczby pracujacych
wewnatrz modelu wzrostu gospodarczego. Podstawowe wnioski, ktore ptyna
z takiej kompilacji owych modeli, sa nastgpujace. Po pierwsze, w dtugookreso-
wej rownowadze wzrostu gospodarczego stopy wzrostu liczby pracujacych sa
zdeterminowane dodatnio przez stope wzrostu kapitatu (lub stopy wzrostu roz-
nych, zdezagregowanych zasobow Kkapitatu), stope egzogenicznego postepu
technicznego oraz przez stope wzrostu podazy pracy. Po drugie, w dtugim okre-
sie stopa wzrostu liczby pracujacych jest tym wyzsza, im stabiej ptace reaguja na
zmiang wydajnos$ci pracy 1 zmiang stopy bezrobocia.

Inne rozszerzenia neoklasycznego modelu wzrostu gospodarczego Solowa,
to powstate w latach dziewiec¢dziesiatych XX wieku uogoélnienia modelu Solowa
na przypadki, w ktorych w gospodarce wykorzystuje si¢ dwa zasoby kapitatowe
(kapitat rzeczowy i kapitat ludzki) lub skoficzona liczb¢ N rdznych zasobow
kapitatowych. Pierwszym z tych uogolnien jest model Mankiwa-Romera-Weila
z 1992 roku, za$ drugim — model Nonnemana-Vanhoudta z 1996 roku.

Zatozenia modelu wzrostu gospodarczego Mankiwa-Romera-Weila opisuje
nastepujacy uktad réwnan:

Y=K“HPE"™7? a,p,(a+p)e(0])
K=5.Y-6.K, 5,5, €(0;)

H=5,Y=6,H, s,,(s¢ +5, )6, €(0;]) . (7)
E=A4L>0

A/A=g>0 A L/L=n>0

Kolejne rownania uktadu rownan (7) interpretuje si¢ ekonomicznie nastgpu-
jaco. Wielko$¢ produktu Y zalezna jest od naktadow kapitalu rzeczowego K,
ludzkiego L oraz od jednostek efektywnej pracy E. Parametry o, [ oraz
l-a—f w pierwszym z rownan uktadu rownan (7) sa elastycznoS$ciami
Y wzgledem (odpowiednio) K, H i E lub — na gruncie marginalnej teorii podziatu
Clarka — udziatami naktadow owych czynnikow produkcji w produkcie. Z dru-
giego (trzec1ego) rownania uktadu (7) wynika, ze przyrost zasobu kapitatu rze-
czowego K (ludzkiego H ) rowny jest roznicy pomiedzy inwestycjami
sxY (syY) w 6w zasob a jego deprecjacja oxK (dxH). Jednostki efektywnej pracy
E sa iloczynem liczby pracujacych L i zasobu wiedzy 4. Wiedza 4 rosnie we-
dhug egzogenicznej stopy wzrostu g (ktéra jest stopa egzogenicznego postepu
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technicznego w sensie Harroda), natomiast liczba pracujacych L — wedle stopy
wzrostu 7.

Z zatozen modelu wzrostu Mankiwa-Romera-Weila mozna wyprowadzi¢
réwnania ruchu owego modelu, ktore opisuja zwiazki:

kE = SK(kE)a(hE)ﬂ _(51{ +g+”)kE
, (3)
AE :SH(kE)a(hE)ﬂ _(511 +g+”)hE

gdzie k; =K/E oraz h, = H/E to (odpowiednio) zasob kapitalu rzeczowego

i ludzkiego na jednostke efektywnej pracy. Rownania ruchu (8) modelu wzrostu
gospodarczego Mankiwa-Romera-Weila stanowia uogodlnienie rownania Solowa
(5). Dlatego tez interpretuje je si¢ w ten sposob, iz przyrost zasobu kapitatu rze-

cZowego kE (ludzkiego HE) na jednostke efektywnej pracy stanowi roznice

pomigdzy inwestycjami s (k, " (% )’

(SH (kE )a (hE )ﬁ ) w Ow zasoOb, przypadaja-
cymi na jednostke tejze pracy, a ubytkiem (5 r+tg+ n)kE ((6 +g+ n)kE) kapi-
talu rzeczowego (ludzkiego) na jednostkg efektywnej pracy, ktory to ubytek
wynika zarowno z deprecjacji kapitatu rzeczowego (ludzkiego) Sxkz (dnhi), jak
i ze wzrostu jednostek efektywnej pracy (g + n)kg (g + n)hg).

Rozwazajac uktad rownan rézniczkowych (8) — por. np. Tokarski [2009b, roz-
dziat 3] — wyciagna¢ mozna nastgpujace wnioski. Po pierwsze, ukladéw posiada
stabilne rozwiazanie, ktore wyznacza zasoby kapitatu rzeczowego &, (ludzkiego
h;) oraz, implicite, strumien produktu y, na jednostke efektywnej pracy
w dhugookresowej rownowadze gospodarki Mankiwa-Romera-Weila. Po drugie,
w warunkach dlugookresowej rownowagi wydajno$¢ pracy y, techniczne uzbro-
jenie pracy k oraz kapitat ludzki na pracujacego 4 rosna wedlug stop wzrostu
rownych stopie harrodianskiego postepu technicznego g. Po trzecie, w warun-
kach dtugookresowej réwnowagi Mankiwa-Romera-Weila potozenie $ciezek
wzrostu wydajnosci pracy, technicznego uzbrojenia pracy oraz kapitatu ludzkie-
g0 na pracujacego zalezne jest m.in. od stop inwestycji sx 1 sy, stop deprecjacji
Jx 1 Oy oraz stopy wzrostu liczby pracujacych n. Po czwarte, wysokim stopom
inwestycji w zasoby kapitatu rzeczowego i1 ludzkiego (czyli wysokim warto-
sciom sx 1 sy) odpowiadaja wysoko potozone $ciezki wzrostu y, k oraz A w dhu-
gim okresie. Po piatek, wysokie stopy deprecjacji owych kapitalow ox i1 dy i/lub
wysoka stopa wzrostu liczby pracujacych n prowadzi do niskiego potozenia
dtugookresowych $ciezek wzrostu wydajnosci pracy, technicznego uzbrojenia
pracy oraz kapitatu ludzkiego na pracujacego.
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Kolejnym rozszerzeniem neoklasycznego modelu wzrostu gospodarczego
Solowa jest model Nonnemana-Vanhoudta. Model ten stanowi takze uogélnienie
modelu Mankiwa-Romera-Weila z tego wzgledu, ze model Mankiwa-Romera-
Weila jest modelem z dwoma zasobami kapitatu (kapitalem rzeczowym i ludz-
kim), natomiast model Nonnemana-Vanhoudta jest modelem z dowolna, skon-
czong liczba N substytucyjnych w stosunku do siebie zasobow kapitatowych.
Zalozenia modelu Nonnemana-Vanhoudta dotyczace funkcjonowania gospodar-
ki w dtugim okresie opisuje nastepujacy uktad rownan®:

N N
Y:HKZ.“"E = al,az,...,aN,Zaie(O;l)
i=1 i=1

)

-

N
Vi=12,...N K;=5Y=06K;, 8.5,.....8, Y 5,,6,,65,....0y € (0:])
j=1

E=AL
Al A=g>0 A L/IL=n>0

gdzie Y oznacza strumien wytworzonego produktu, K; (dla kazdego i = 1,2,...,N)
to naktady i-tego zasobu kapitalu, £ — jednostki efektywnej pracy, «; (dla
i=1,2,...,N) sa elastycznosciami strumienia wytworzonego produktu wzgledem
kolejnych naktadoéw kapitatu lub — na gruncie teorii podzialu — udziaty owych
naktadow kapitatu w produkcie’, s; (dla kazdego i) sa stopami inwestycji w i-ty
zasob kapitatu, J; — stopy deprecjacji owych zasobdw, 4 oraz L to zasoby wiedzy
1 pracy, za$ g oraz n oznaczaja stopy wzrostu owych zasoboéw (a zatem g jest
roOwniez stopa egzogenicznego postepu technicznego w sensie Harroda). Po-
szczegolne rownania uktadu rownan (9) interpretuje si¢ ekonomicznie nastepu-
jaco (por. tez zatozenia modeli wzrostu Solowa oraz Mankiwa-Romera-Weila).
Wielkos¢ produkcji zalezna jest od naktadow kazdego z N zasobow kapitato-
wych oraz od jednostek efektywnej pracy. Przyrost kazdego z zasobow kapitatu

8 W oryginalnym artykule Nonnemana-Vanhoudta [1996] nie bada si¢ dtugookresowej stabil-
nos$ci rozwigzania owego modelu wzrostu gospodarczego. Dowod owej stabilnos$ci znalez¢ mozna
w artykutach Dykasa, Sulimy, Tokarskiego [2008] i Dykasa, Tokarskiego [2010]. Natomiast
w pracy Dykasa, Edigariana, Tokarskiego [2010] znajduje si¢ uogdlnienie modelu Nonnemana-
Vanhoudta (wraz z dowodem stabilno$ci uzyskanego rozwiazania) na przypadek gospodarki,
w ktorej proces produkcyjny opisuje nie funkcja produkcji Cobba-Douglasa, ale ogdlna, neokla-
syczna, N+1 czynnikowa funkcja produkcji.

N
? Stad za$ wynika, Ze wyrazenie I—Zai to albo elastycznos¢ produktu ¥ wzgledem nakta-
i=1
dow efektywnej pracy E, badz tez udzial naktadow owej pracy w wytworzonym produkcie.
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K rowny jest roznicy migdzy inwestycjami w 6w zasob s; a jego deprecjacja
0K;. Jednostki efektywnej pracy E sa iloczynem liczby pracujacych L i dostegp-
nej wiedzy 4. Zasoby L oraz 4 rosna wedhug stop wzrostu réwnych (odpowied-
nio) n oraz g.

Podstawiajac za$ za k; = K,/ E (dla kazdego i=1,2, ..., N) zasob i-tego ka-
pitatu na jednostk¢ efektywnej pracy, mozna wyprowadzi¢ rownania ruchu mo-
delu Nonnemana-Vanhoudta dane wzorami:

N
Vi=12,..N kg =s] ki) - (6 +g+nkg. (10)
j=1

Roéwnania ruchu (10) stanowig uogoélnienie rownan ruchu (8) modelu Man-
kiwa-Romera-Weila. Stad tez interpretuje je si¢ ekonomicznie nastgpujaco.

Przyrost i-tego zasobu kapitatu na jednostke¢ efektywnej pracy k, jest roznica

N
pomigdzy inwestycjami w ten zasob s[Hkg:" a jego ubytkiem (& + g + n)kg;.

j=1

Uktad réownan ruchu (10) modelu Nonnemana-Vanhoudta, podobnie jak

uktad réwnan ruchu (8) modelu Mankiwa-Romera-Weila, posiada stabilne poto-
zenie dlugookresowej rownowagi (por. Dykas, Sulima, Tokarski [2008], Dykas,
Edigarian, Tokarski [2010] lub Dykas, Tokarski [2010]). W warunkach owej
rownowaga kolejne zasoby kapitatu na jednostke¢ efektywnej pracy kgz oraz
strumien produktu na jednostke owej pracy yr daza do pewnych, statych wielko-
Sci ky, oraz y, . Wowczas, po pierwsze, stopy wzrostu kolejnych zasobow kapi-
talu na pracujacego k=KL oraz strumienia wydajnosci pracy y = Y/L — podobnie
jak ma to miejsce w modelach Solowa i Mankiwa-Romera-Weila — rosng we-
diug stopy wzrostu réwnej stopie postgpu technicznego w sensie Harroda, po
drugie, potozenie dlugookresowych Sciezek wzrostu k; oraz y jest tym wyzsze,
im wyzZsze sa stopy inwestycji s; (dla j=1,2, ..., N) i, po trzecie, polozenie to jest
tym wyzsze, im nizsze wartosci przyjmuja stopy deprecjacji kolejnych zasobow
kapitatu o; i/lub stopa wzrostu liczby pracujacych n 10,

10 Przedstawione tu wnioski prawdziwe sa zarowno na gruncie modelu Nonnemana-
Vanhoudta z funkcja produkcji Cobba-Douglasa, jak i na gruncie modelu uogélnionego, z dowol-
na, neoklasyczng funkcja produkcji (por. Dykas, Edigarian, Tokarski [2010] lub Sulima [2010]).
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4. Endogeniczne modele wzrostu gospodarczego (modele
optymalnego sterowania)

W neoklasycznych modelach wzrostu gospodarczego przyjmuje si¢ zaloze-
nie, ze stopa inwestycji (lub stopy inwestycji) maja charakter zmiennych egzo-
genicznych. W modelach wzrostu endogenicznego uchyla si¢ to zalozenie, za-
stepujac je hipoteza, ze stopa inwestycji (lub stopy inwestycji) ksztattuja si¢ na
takim poziomie, by maksymalizowa¢ sume¢ zdyskontowanej uzytecznosci kon-
sumpcji typowego podmiotu w gospodarce. Modele te oparte sa na silnym zato-
zeniu nowej ekonomii klasycznej o dtugookresowej racjonalnosci typowych
podmiotéw mikroekonomicznych (utozsamianych dalej z typowym konsumen-
tem w gospodarce). Warto jednak w tym miejscu zauwazy¢, ze o ile w modelach
nowej ekonomii klasycznej a priori przyjmuje sig, ze zachowania i oczekiwania
typowych podmiotéw mikroekonomicznych sa racjonalne tak w ditugim, jak
i w krotkim okresie, o tyle w modelach wzrostu endogenicznego zalozenie to
ogranicza si¢ jedynie do okresu diugiego (abstrahujac od tego, co dzieje si¢ w
krotkim okresie).

Ponadto w modelach wzrostu endogenicznego ,,uwzglednia sie wystepowa-
nie efektow zewnetrznych zwiqzanych z wykorzystaniem wiedzy, postepu techno-
logicznego lub kapitatu. Inwestycje (zarowno w kapitat rzeczowy, jak i ludzki)
prowadzq wowczas do wzrostu produktywnosci, ktory jest wyzszy od prywatnych
korzysci. Jesli efekty zewnetrzne sq na tyle silne, by zneutralizowaé dzialanie
malejacych przychodow, to pozytywne sprzezenie miedzy wiedzq a inwestycjami
moze w sposob trwaty oddziatywaé na tempo wzrostu” (Wojtyna [1996, s. 6]).
Oznacza to, ze w modelach wzrostu endogenicznego odrzuca si¢ neoklasyczne
zatozenie o statych efektach skali agregatowej funkcji produkcji (por. tez np.
Tokarski [2001]).

Modele wzrostu endogenicznego zazwyczaj sa oparte na matematycznej teo-
rii optymalnego sterowania, wykorzystujacej zasad¢ maksimum Pontriagina.
Stad tez modele te mozna nazwaé¢ modelami optymalnego sterowania.

Do podstawowych modeli wzrostu endogenicznego zalicza si¢ modele Lucasa
[1988, 1990, 1993] (por. tez Lucas [2010]) oraz Romera [1986, 1990]. Ponadto w tej
czgéci prezentowanego opracowania scharakteryzowany begdzie rowniez prosty
model optymalnego sterowania oparty na zatozeniach N-kapitalowego modelu
wzrostu gospodarczego Nonnemana-Vanhoudta, ktory zostat zaproponowany
w pracy Tokarskiego [2007].

W modelu wzrostu endogenicznego Lucasa przyjmuje si¢ nastgpujace zalo-
zenia dotyczace funkcjonowania gospodarki w dlugim okresie (Lucas [1988,
s. 7-8], por. tez np. Tokarski [2009b, rozdziat 10]):

I.  Typowy, zachowujacy sig¢ racjonalnie konsument (podmiot gospodarczy)
maksymalizuje sume zdyskontowanej uzytecznosci konsumpcji w nieskonczonym
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przedziale czasowym. Suma ta maksymalizowana jest przez nastgpujaca catke nie-
wlasciwa (nazywana dalej rowniez catka preferencji owego konsumenta):

-0
Jr-f—oo (C(t))_ _leiptd[’ (11)

0 l1-o

gdzie ¢ jest konsumpcja typowego konsumenta w gospodarce Lucasa (utozsa-
miang z konsumpcja na pracujacego), o € (0;1)u(1;+0) to odwrotnos¢ migdzy-
okresowej substytucji konsumpcji owego konsumenta, za§ p> 0 to jego stopa
dyskontowa.

II. Agregatowa funkcja produkcji dana jest wzorem:

Y =h?’K*(EnL) ™, (12)

przy czym « i (l - oc) € (0;1) sa elastyczno$ciami strumienia produktu Y nakta-
doéw kapitatu rzeczowego K oraz nakladow pracy w sferze produkcji EShL,
Ze(0;1) oznacza udziat czasu przeznaczonego na pracg, ktory jest wykorzysty-
wany do pracy w sferze produkcji dobr i ustug, % jest zasobem kapitatu ludzkie-
go typowego konsumenta-pracownika w gospodarce, Se[0;1) jest za$ sila od-
dziatywania tzw. procesow zewngetrznych akumulacji kapitatu ludzkiego.

III. Przyrost zasobu kapitatu rzeczowego opisuje réwnanie rézniczkowe po-
staci:

K=I-0K=Y-C-0K, (13)
gdzie [ oznacza inwestycje (rowne roéznicy pomiedzy produkcja ¥ a konsumpcja
(), natomiast J € (0;1) to stopa deprecjacji kapitatu.

IV. Przyrost zasobu kapitatu ludzkiego opisuje tzw. funkcja Uzawy-Rosena
dana wzorem:

h=x(-EZ, (14)

gdzie xe(0;1) jest maksymalna, mozliwa do uzyskania, stopa wzrostu zasobu
kapitatu ludzkiego.
V. Liczba pracujacych rosnie wedtug stopy wzrostu n>0, czyli:

L/L=n. (15)
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VI. Gospodarka charakteryzuje si¢ stalymi stopami wzrostu g=yp/y=
=kl/k=¢le i g, =h/h (gdziey=Y/L, k=K/Lic= C/L) oraz statym udziatem
czasu przeznaczonego na dziatalno$¢ w sferze produkcji = (t)z Z e (0;) (dla

dowolnego ¢ > 0).

Problem wyznaczenia optymalnej Sciezki wzrostu gospodarczego w modelu
wzrostu endogenicznego Lucasa sprowadza si¢ do maksymalizacji calki prefe-
rencji (11) przy ograniczeniu rownaniami (12—15). Problem ten mozna rozwia-
za¢ za pomoca ekstremum Pontriagina. Mozna pokaza¢ (por. Tokarski [2009b,
rozdziat 10]), ze przy zatozeniach 1.—VI. optymalne stopy wzrostu g i g, oraz
optymalny udziat czasu przeznaczony na dziatalno§¢ w sferze produkeji = dane
Sq wzorami:

o\ l-«a
1 -
gh—;(’f—mp] (16b)
oraz:
e oLl _(=a)p
5 =1 0[1 (l—a+ﬂ)/c] (16¢)

Z roéwnan (16abc) (przy dodatkowym zatozeniu, ze zachodzi réwniez nie-
l-a+p S P l—a+ﬂ(1_a)
-« K -«
produkcji 1 konsumpcji oraz zasobu kapitalu rzeczowego (wszystkie strumienie
na pracujacego) i indywidualnych kwalifikacji pracownikow w gospodarce za-
lezne sa, w gldwnej mierze, od czynnikdéw opisujacych preferencje, co do struk-
tury konsumpcji w czasie (a wigc od migdzyokresowej substytucji konsumpcji
1/o1 od stopy dyskontowej p typowego konsumenta). Co wigcej, im bardziej
konsumenci w gospodarce Lucasa preferowa¢ beda konsumpcje biezaca w sto-
sunku do konsumpcji przysziej (czyli im wigksze bgdzie 1/, lub im nizsze be-
dzie p), tym nizsze stopy wzrostu beda uzyskiwa¢ podstawowe zmienne makro-
eckonomiczne. Dlatego tez w modelu wzrostu gospodarczego Lucasa (w przeci-
wienstwie do analizowanych poprzednio, neoklasycznych modeli wzrostu) moz-
liwe jest trwale podniesienie stop wzrostu gospodarczego. Nalezy jednak zazna-
czy¢, iz trwate podniesienie dtugookresowych stop wzrostu gospodarczego musi

rownos¢: ) wynika, iz stopy wzrostu strumieni
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by¢ potaczone ze zmiana preferencji konsumentow w stosunku do struktury
konsumpcji w czasie.

Innym, podstawowym modelem wzrostu endogenicznego jest model Rome-
ra. W modelu tym czyni si¢ nastgpujace zalozenia opisujace funkcjonowanie
gospodarki:

I. W gospodarce istnienie skonczony, niezmienny w czasie zasob kapitatu
ludzkiego H>0. Kapitat 6w jest dzielony na czg$¢ zaangazowana w sferze pro-
dukcji dobr i ustug (rowna Hy) oraz czgs¢, ktora jest wykorzystywana w tworze-
niu nowej wiedzy naukowo-technicznej (wynoszaca H,). Oznacza to, iz spetnio-
ne jest rownanie:

H=H,+H,. (17)

II. Zaséb wiedzy naukowo-technicznej A zmienia si¢ w czasie zgodnie
z nastepujacym rownaniem rozniczkowym:

A=xH A, (18)

gdzie x>0 jest wspotczynnikiem efektywnosci naktadoéw kapitalu Iudzkiego
w sferze kreacji wiedzy naukowo-technicznej.
III. Strumien produktu Y opisany jest przez funkcje¢ produkcji postaci:

v= (et Yo [ i, (19)

0

gdzie x(i) jest naktadem i-tego dobra kapitalowego, natomiast i€(0;4), co ozna-
cza, ze ilo$¢ dobr kapitalowych i (wykorzystywanych w procesach produkcyj-
nych w gospodarce) jest zalezna od istniejacego w niej zasobu wiedzy naukowo-
technicznej. Natomiast parametry «, £ €(0;1) oraz (l—a— ﬂ)e (0;1) sa ela-
stycznosciami Y wzgledem L, Hy oraz x(i).

Oznaczajac przez X = x(i), dla kazdego ie(0; A), przecigtne dobro kapita-
towe funkcj¢ produkcji (19) mozna zapisa¢ nastepujaco:

= (o1 V[T di= e, Y @ Jai= o, Y 2 20)

IV. Laczny zas6b kapitatu rzeczowego K w gospodarce jest suma dobr kapi-
tatowych x(7), co implikuje zaleznosci:
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K = [x(i)i =%[di= 4% = T=K/A. @1)

V. Przyrost kapitalu rzeczowego K jest rownica miedzy produkcja Y
a konsumpcja C (dla uproszczenia rozwazan w modelu wzrostu Romera pomija
si¢ deprecjacje kapitatu JK). stad oraz z rownan (20-21) wynika, Ze:

K =(H,Af (LAY K™ -C. (22)

V1. Liczba pracujacych nie ulega zmianom w czasie i w kazdym momencie
>0 wynosi L>0.

VIL. Celem dzialania typowego podmiotu (konsumenta) gospodarce Rome-
ra jest maksymalizacja sumy zdyskontowanej uzytecznosci konsumpcji postaci:

l-o
Jr+°0 [C ] -1 ,p,dt’ 23)

gdzie parametry o<(0;1)U(1;+0) oraz p>0 interpretuje si¢ ekonomicznie tak,
jak ma to miejsce w modelu wzrostu Lucasa.

Z réwnan (17-22) otrzymuje si¢ rOwnania ruchu modelu wzrostu Romera
postaci:

A=xH A
' (24)
K=A""PH-H,VI°K'""**-C

Problem wyznaczenia réwnowagi gospodarki Romera sprowadza si¢ do
maksymalizacji catki preferencji (23) przy ograniczeniu uktadem réwnan roz-
niczkowych (24). Postugujac si¢ zasada maksimum Pontriagina mozna pokazaé
(por. Chiang [1992, s. 272-274] lub Tokarski [2009b, rozdziat 10]), ze rozwia-
zaniem owego problemu w warunkach wzrostu rownomiernego (przy

Y/Y=K/K=C/C=A4/A=xH 1) jest zasob kapitalu ludzkiego kierowany do
sfery kreacji wiedzy naukowo-technicznej dany wzorem:

_«la+B)H-pp
Hi= K(ﬂ0'+a) (252)

oraz stopy wzrostu gospodarczego postaci:
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VIY=RIK=ClC=ija @t BH-Bp (25b)
po+a

Z réwnan (25ab) wynika, ze (przy dodatkowym warunku K(a + ﬂ)H > fp)

w modelu wzrostu gospodarczego Romera zaréwno wielko$¢ kapitatu ludzkiego
kierowanego do dziatalnosci naukowo-technicznej, jak i stopy wzrostu podsta-
wowych, wyrdéznionych w tym modelu, zmiennych makroekonomicznych, bgda
tym wyzsze, im wyzszy jest taczny zasob kapitatu ludzkiego (H) oraz im wyzszy
jest egzogeniczny wspdtczynnik efektywnosci naktadéw kapitatu ludzkiego
w sferze naukowo-technicznej (czyli x). Co wigcej, dtugookresowe stopy wzro-
stu gospodarczego Y /Y =K/K=C/C=A4/A4 (podobnie jak ma to miejsce
w modelu Lucasa) powinny by¢ réwniez tym wyzsze, im bardziej konsumenci
w gospodarce beda przedktadali konsumpcje przyszta nad konsumpcija biezaca
(4. im nizsza bedzie stopa dyskontowa p oraz im wyzsza bedzie migdzyokreso-
wa substytucja konsumpcji 1/0).

Poniewaz zasob kapitalu ludzkiego oraz jego podziat na kapitat ludzki wy-
korzystywany w sferze produkcji dobr i ustug oraz akumulacja wiedzy zasadni-
czo determinuja podstawowe stopy wzrostu w modelu Romera, okreslone przez
réwnanie (25b), zatem mozna si¢ spodziewac, ze gospodarki o wzglednie matym
zasobie kapitalu bgda uzyskiwaly stosunkowo niskie stopy wzrostu gospo-
darczego. Warto jednak zauwazy¢, iz do wniosku tego nalezy, szczegodlnie na
gruncie modelu wzrostu endogenicznego Romera, podchodzi¢ bardzo ostroznie,
gdyz w modelu tym zaktada si¢, ze zasob kapitalu ludzkiego jest staty w czasie
(od dzis$ az do nieskonczonosci).

Kolejnym modelem optymalnego sterowania, nawiazujacym do modeli wzrostu
endogenicznego, jest model optymalnego sterowania oparty na N-kapitalowym
modelu wzrostu Nonnemana-Vanhoudta (por. Tokarski [2007] Iub Dykas, To-
karski [2010]). W modelu tym czyni si¢ nast¢pujace zalozenia dotyczace funk-
cjonowania gospodarki w dlugim okresie:

I.  Proces produkcyjny opisuje potegowa funkcja produkcji dana wzorem:

Y= ﬁKﬁfEG,
i=1

gdzie Y, K; oraz E = AL interpretuje si¢ ekonomicznie tak, jak w przypadku
funkcji produkcji w oryginalnym modelu Nonnemana-Vanhoudta. ¢;€(0;1) oraz
@ € (0;1) oznaczaja — odpowiednio — elastycznosci strumienia produktu

Y wzgledem naktadow kapitatu K; oraz jednostek efektywnej pracy E (przyjmuje
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N
si¢ tu takze, ze Zai e (0;1)). Ze specyfikacji powyzszej funkcji produkcji wy-

i=1

N
nika, Ze jest ona jednorodna stopnia v =0+ Za[ > 0. Plynie stad wniosek, ze
i=1
jesli stopien jednorodnosci v bedzie mniejszy (wigkszy) od jednosci, to funkcja
ta charakteryzowac¢ si¢ bedzie malejacymi (rosnacymi) efektami skali. Natomiast
w przypadku, w ktérym v =1 wystapia (charakterystyczne dla neoklasycznych
modeli wzrostu gospodarczego) state efekty skali.
II. Przyrosty kazdego z zasobow kapitatu K . opisuja nastgpujace rOwnania
rézniczkowe:

Vi=12,.,N K, =sY-38K,,

gdzie s; oraz ¢; interpretuje sig¢ tak, jak w przypadku zwiazku (9).
I1I. Jednostki efektywnej pracy E rosna wedtug stopy wzrostu E/E =g +n

bedacej suma stopy egzogenicznego postepu technicznego w sensie Harroda
g> 0 i stopy wzrostu liczby pracujacych n > 0.
IV. Konsumpcja C stanowi roznice pomigdzy produkcja Y a sumg inwestycji

N
ZS[Y, czyli:
i=1 N
C= [1 - ZS[JY.
i=1

V. Celem dziatania typowego konsumenta, podobnie jak w modelach wzro-
stu endogenicznego Lucasa i Romera, jest maksymalizacja sumy zdyskontowa-
nej uzyteczno$ci konsumpcji owego konsumenta w nieskonczonym horyzoncie
czasowym. Sumg t¢ opisuje catka niewtasciwa (11) jak w modelu Lucasa.

Zatozenia -V analizowanego tu modelu wzrostu gospodarczego mozna
sprowadzi¢ do nastgpujacego zadania sterowania optymalnego Pontriagina (por.
Tokarski [2007, s. 3-6]):
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N I-o
‘o HI—ZS,-])/} -1
max J. e dt
§1587,5..,8y 90 I

przy warunkach:
Vi=12,...,N /é,:s,-y—(é'i +n)k, ) (26)

N N

O+) a,-1 Og+ ®+Zai—1 nt N

® ! a

— i=1 i=1 i

yv=AyL, ° e ki’
i=1

Vi=12,....,N k(0)=k >0

gdzie: y to wydajnos¢ pracy, k; (dla i=1,2,..., N) oznacza zasob i-tego kapitatu na
pracujacego, k" — zas6b 6w w momencie ¢ = 0, natomiast Ay> 01 Ly> 0 sg zaso-
bami wiedzy 4 i pracy L w owym momencie.

Zadanie sterowania optymalnego (26) posiada niebrzegowe rozwiazanie
przy stalych w czasie stopach inwestycji sy, sy, ..., Sy. WOwczas stope wzrostu

wydajnosci pracy y/y oraz kolejnych zasobow kapitatu lél. /k; okresla rowna-
nie (por. Tokarski [2007, s. 6-11]):

N
®+Za,.—1}1

®g+[
)"/y:/él/klzléz/k :___sz/sz i=1

N

I—Zai
i=l1

27

Z réwnania (27) wyciagna¢ mozna m.in. nastgpujace wnioski, dotyczace
dlugookresowych stop wzrostu w modelu optymalnego sterowania typu Nonne-
mana-Vanhoudta (por. tez Tokarski [2007, s. 11-12]):

e Stopy wzrostu podstawowych zmiennych makroekonomicznych na pra-
cujacego zalezne sa od stopy harrodianskiego postepu technicznego g, stopy
wzrostu liczby pracujacych n, elastycznosci @ oraz elastyczno$ci oy, o, ..., Qy
makroekonomicznej funkcji produkcji wzgledem jednostek efektywnej pracy E
oraz naktadow kolejnych zasobow kapitatu K, K, ..., Ky.

e Im wyzsza jest stopa postgpu technicznego w sensie Harroda, tym wyz-
sze sa dlugookresowe stopy wzrostu y oraz ki, k, ..., ky.

e Jesli makroekonomiczna funkcja produkcji charakteryzuje si¢ malejacymi

N N
(rosnacymi) efektami skali, czyli wowczas, gdy @+ Zai <1 [@Jr Zai > 1} , to
i=1 i=1
wysokiej stopie wzrostu liczby pracujacych n towarzysza niskie (wysokie) stopy
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wzrostu wydajnosci pracy i kolejnych zasobow kapitatu na pracujacego. Nato-
miast w przypadku, w ktérym wystgpuja state efekty skali, a wigc przy

N
O+ Zai =1, stopy wzrostu y/y=k /k =k,/k,=...=ky/k, sa niezalezne

i=l1
od stopy wzrostu liczby pracujacych i — podobnie jak w neoklasycznych mode-
lach Solowa, Mankiwa-Romera-Weila oraz Nonnemana-Vanhoudta — rowne sa
stopie egzogenicznego postgpu technicznego g.

Co wigcej, z niebrzegowego rozwiazania zadania sterowania optymalnego
(26) wynika tez, iz optymalne stopy inwestycji okreslaja rownania (por. Tokar-
ski [2007, s. 15]):

2,0(g +n)

(p+@{l—ﬁ:ajJ+G|:@+{@+iaj—1}}1]'

j=1 j=1

Vi=L2,...,N s;,=

(28)

Z zalezno$ci (28) wynika co nastgpuje:

e Optymalne stopy inwestycji zalezne sg m.in. od preferencji typowego
konsumenta co do alokacji konsumpcji w czasie, ktore opisane sa przez stopg
dyskontowa p oraz odwrotnos¢ migdzyokresowej substytucji konsumpcji
oowego konsumenta.

e Co wigcej, im nizsze wartosci przyjmuje p, tym wyzsze sa optymalne
stopy inwestycji.

e Natomiast kierunek oddzialywania o na owe stopy zalezny jest od stop-
nia jednorodnosci makroekonomicznej funkcji produkcji. Jesli stopien 6w bedzie

&%

wyzszy (nizszy) od wyrazenia — —1, to wysokiej wartosci o odpowiada¢ beda
n

wysokie (niskie) optymalne stopy inwestycji s;.

5. Rozszerzenie endogenicznych modeli wzrostu gospodarczego,
modele wzrostu semi-endogenicznego

W punkcie poprzednim analizowano endogeniczne modele wzrostu gospo-
darczego, natomiast w kolejnym punkcie przedstawione zostang rozszerzenia
owych modeli.

W prezentowanych modelach semi-endogenicznych obok maksymalizacji
uzytecznos$ci typowego konsumenta oraz wyznaczenia optymalnej stopy wzrostu
konsumpcji (rownej stopie wzrostu produkcji) maksymalizuje si¢ rowniez do-
chod podmiotu monopolistycznego, ktory wytwarza czynniki niezbgdne w pro-
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cesie produkcyjnym. W punktach 5.4 oraz 5.5 przedstawiona jest optymalna (w
sensie Pareto) alokacja zasobow w rozwazanej gospodarce oraz efekty ze-
wngetrzne zwigzane z zaangazowaniem kapitalu ludzkiego w sektorze nowych
technologii.

5.1. Zalozenia modelu

I.  Podobnie jak w modelach wzrostu endogenicznego typowy konsument,
maksymalizuje sumg zdyskontowanej uzyteczno$ci konsumpcji w nieskonczo-
nym horyzoncie czasowym. Owa suma maksymalizowana jest poprzez nastepu-
jaca catke preferencji:

+00 -0
[ O iy (29)
0 l-o

W rozwazanym modelu zakladamy brak wzrostu populacji, natomiast cat-
kowity zasob kapitatu ludzkiego generowany przez rynek wynosi L.
II. Strumien produktu Y opisuje funkcja produkcji postaci:

At
Y= x(v,t) P dv (30)
-3

gdzie L > 0 jest zagregowanym naktadem kapitatu ludzkiego, A, oznacza ilo§¢

czynnikoéw produkcji dostgpnych w okresie ¢, x(v,t) to calkowita ilo$¢ czynni-

koéw produkeji v (v € (0, 4, )) uzytych w procesie produkcyjnym w okresie ¢.
Funkcjg produkcji (30) mozna rowniez zapisa¢ w nastgpujacej postaci:

1

Y=——I’X""’ (31)
1-5
gdzie:
&7t
_ 4 gp-l ep
X = J-x(v,t) ey dv ,
0
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przy czym &g to elastyczno$¢ substytucji pomigdzy naktadami dobr kapitato-

wych. Funkcja produkcji (30) zapisana za pomoca zwiazku (31) uwydatnia stale
efekty skali.

III. Normalizujac cen¢ dobr finalnych w kazdym okresie do jednosci,
otrzymujemy nastgpujace ograniczenie zasobow w gospodarce:

Clt)+ X(t)+z(e)< Y (r) (32)

gdzie X(#) to naktady na czynniki produkcji (naktady inwestycyjne), zas Z(¢) to
wydatki poniesione na nowe technologie w okresie ¢. Zaktadamy tez, ze kazda
jednostka czynnika produkcji moze by¢ wytwarzana z kosztem krancowym pro-

dukcji rownym y € (0,1).
IV. Mozliwosci innowacyjne gospodarki opisane sa przez zwiazek:

A =n-2() (33)

gdzie 7 >0 oraz poczatkowy stan zawansowania technologicznego wynosi:
A(O)> 0. Roéwnanie (33) implikuje, ze wicksze naktady na nowe technologie
prowadza do tworzenia nowych czynnikow produkcji.

V. Podmioty oferujace czynniki produkcji v na rynku ustalaja ich cen¢ na
poziomie px(v,t) taka, aby maksymalizowata ich dochdd. Zaktadajac, iz czynni-
ki produkcji ulegaja catkowitej deprecjacji podczas ich uzytkowania
D, (v, t)moZna interpretowac jako koszt ich uzytkowania.

Popyt na czynniki produkcji v otrzymujemy poprzez maksymalizacj¢ zagre-

gowanych zyskow netto w sektorze dobr finalnych. Problem maksymalizacji
zyskéw mozna zapisac jako:

max
x(v,t) 1— ﬂ

[Tx(v,t)lﬂva P - ilfpx (v,t)x(v,tﬁv - w(t)L (34)

Zaleznos$¢ (34) opisuje maksymalizacjg¢ roznicy pomigdzy dochodem uzy-
skanym z produkcji a kosztem catkowitym produkcji (na ktory sktada si¢ koszt
uzytkowania czynnikoéw produkcji oraz koszt zaangazowania kapitatu ludzkiego).

Pierwszym warunkiem maksymalizacji zysku jest okreslenie popytu na
czynniki produkcji; przyjmuje on nastgpujaca forme:

x(v, t) =p, (v, t)_g/’ L (35)
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. 1 o .
gdzie ¢, = E to elastyczno$¢ popytu na czynniki produkcji. Popyt dany rowna-
niem (35) zalezy od kosztu uzytkowania czynnikéw produkcji oraz podazy pracy.

Drugim warunkiem maksymalizacji zysku jest okreslenie zaktualizowanego
dochodu monopolisty wytwarzajacego czynniki produkc;ji v, jako:

V(v,t)

Il
—_—
A
=
o)
~
Q

ds (36)
gdzie:

7Z'(V,t) = px(v,t)‘ x(v,t)— /e x(v,t)
oznacza dochody monopolisty wytwarzajacego czynniki produkcji v w czasie ¢,
r(t) to rynkowa stopa procentowa dla okresu ¢. Zaktadajac, ze rownanie (36)

jest rozniczkowalne dla kazdego okresu ¢, problem maksymalizacji sprowadza
si¢ do nastgpujacego zwiazku:

1) V(v,t)=V(v,t) = z(v,1). 37
5.2. Charakterystyka réwnowagi

Alokacja zasobow w tej gospodarce jest zdefiniowana przez nastgpujace

00

zmienne: $ciezkg czasowa dla poziomu konsumpcji (C (t)),zo, facznych nakta-

dow na czynniki produkcji (X (t));io, facznych wydatkéw na nowe technologie

00

(z(¢))=,. ceny i ilosci czynnikéw produkcji (px(v,t);x(v,t))tzo, stopy procen-

towej (r(z))", oraz stopy wynagrodzen (w(z))~,.
Réwnowaga w opisywanym modelu wystgpuje wowczas, gdy $ciezki cza-

sowe ( x(v,t);x(v,t));io maksymalizuja zaktualizowang warto$¢ dochodéw mo-

nopolistow dziatajacych na rynku oraz (C(¢), X (¢),Z(¢))", maksymalizuja uzy-
teczno$¢ typowego konsumenta. Ze zwiazku (7) wynika, ze rozwiazanie pro-
blemu maksymalizacji dla kazdego v e [0, A,] sprowadza si¢ do tego, iz cena

czynnikéw produkcji jest taka sama dla kazdego okresu. Monopolista ustala
ceng na takim poziomie aby przewyzszata jego koszt krancowy w, co oznacza,

ze mozna zatozy¢, iz dana jest ona zaleznoS$cia:
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Vve [O, A, ],t € [0,+oo) px(v,t)z %

Normalizujac koszt krancowy do w =1— £ okazuje sig, ze cena czynnikow
produkcji réwna jest jednosci. Maksymalizacja zyskow monopolisty implikuje
rowniez, ze kazdy monopolista wytwarza t¢ sama ilo$¢ czynnikéw produkcji
rowna:

vvel0,4,],te[0,40)  x(v.r)=L (38)
Zatem zysk monopolisty mozna zapia¢ jako:

Yve [0, A, ],t € [0,+oo) 7[(V,l‘) =f4-L (39)

Z réwnania (39) wynika, ze kazdy monopolista generuje taki sam zysk
w kazdym okresie.

Z rownan (30) oraz (35) ptynie wniosek, ze funkcje produkcji mozna zapisac
jako:

Y(t)= #At L (40)

Z réwnania (40) wynika, ze chociaz zagregowana funkcja produkcji generu-
je state efekty skali z punktu widzenia koncowych odbiorcow czynnikow pro-
dukcji (dla ktorych A4, jest zmienna egzogeniczng), to w odniesieniu do catej

gospodarki dochody rosng wraz ze wzrostem skali produkc;ji.
Popyt na prace w sektorze dobr finalnych wynika z pierwszego warunku
maksymalizacji (34), co implikuje, ze ptace rowne sa:

w(t)=£-4 (41)

ZakYadajac nastepujace zwiazki:
nV(,0)<LZv, )20 AlpV (v,t)-1)Z(v,t)=0 (42)

otrzymujemy tak zwane warunki ,,wejscia” na rynek.
Z powyzszych rozwazan wynika, ze kazdy z A4, monopolistow dostarcza

catkowita ilo§¢ czynnikow produkcji dang przez zwiazek (10), stad dochodzi sig
do catkowitych naktadéw na czynniki produkc;ji:
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X(@)=0-p)4,-L (43)

Maksymalizacja uzytecznosci typowego konsumenta sprowadza si¢ do row-
nania Eulera dla stopy wzrostu konsumpcji:

=g 0-») @4

oraz z warunku transwersalnosci:

—j.r(s)ds 4,

lim e ® - [V(ve)dv|=0 (45)

n—»o
0

Ar
ktory implikuje, ze catkowity zysk I V(v,t)dv ros$nie nie szybciej niz stopa dys-
0

konta.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze rtownowaga moze by¢ zdefiniowana jako:

e Sciezka czasowa konsumpcji, naktadow na nowe technologie i catkowi-
tej ilosci dostgpnych czynnikow produkcji, ktore speliaja zwiazki: (32), (36),
(42), (44) 1 (45),

e Jdciezka czasowa dla cen 1 iloSci [px (v,t), x(v,t)] o 4, czynnikow produk-
cji, ktora spelnia rownania (38) 1 (39),

e Sciezka czasowa rynkowej stopy procentowej oraz ptac [r(t), w(t)];’o:o,
ktora spetnia rGwnania (41) 1 (45).

Zréwnowazona S$ciezka wzrostu (stabilny punkt rownowagi), wystepuje
wowczas, gdy konsumpcja C(z) i produkcja Y(z) rosng w statym tempie. RoOwna-
nie (40) implikuje za$, ze A4, réwniez ro$nie w stalym tempie.

5.3. Zrownowazona S$ciezka wzrostu

Punkt rownowagi jest osiagany wtedy, gdy konsumpcja C(?) ro$nie we-
dhug stalej stopy g.. Ze zwiazku (44) wynika, iz rynkowa stopa procentowa
musi rowniez rosna¢ w stalym tempie, stad mozna zalozy¢, ze r(¢) =" dla kaz-
dego ¢. Z rownania (39) oraz z zatozenia, Ze stopa procentowa jest stata, zwiazek
(37) implikuje ze V(t) =0, za$ stad i z rdbwnania (8) otrzymujemy:
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pr=PL (46)

Roéwnanie (46) oznacza, ze zyski monopolistow £ - L w punkcie rOwnowagi
sa zaktualizowane stala stopa dyskonta rowna r".

Z warunkow ,,wejscia” (42) wynika, ze zachodzi nastgpujaca zaleznosc:
r*=npL.

Natomiast rownanie konsumpcji (44) implikuje, ze stopa wzrostu konsump-
¢ji w punkcie rownowagi dana jest przez zwiazek:

gc=m=%(*—p) (47)

Ponadto biezacy Hamiltonian dla problemu maksymalizacji uzytecznosci ty-
powego konsumenta jest wklgsty, a stad 1 z warunku transwersalno$ci mozna
scharakteryzowa¢ optymalny plan konsumpcji dla typowego konsumenta.

W punkcie rownowagi konsumpcja nie moze rosngé w innym tempie, niz
taczna produkcja, stad dlugookresowa stopa wzrostu w rozwazanej gospodarce
dana jest przez rownanie:

g =L~ p) (48)

Zat6zmy, ze zachodza nastgpujace ograniczenia na stopg preferencji typo-
wego konsumenta:

npL>p A (1-0WpL< p. (49)

Pierwszy warunek implikuje, ze g" >0, drugi za$, ze typowy konsument
charakteryzuje si¢ skonczona uzyteczno$cia. Przy warunkach (49) istnieje punkt
rownowagi w ktorym produkcja ro$nie wedtug statej stopy wzrostu g* > 0.

5.3.1. Optymalna alokacja w sensie Pareto

W prezentowanym modelu konkurencja monopolistyczna implikuje, ze wy-
stgpujaca rownowaga nie zawsze jest optymalna w sensie Pareto. Aby zestawi¢
rownowageg i optymalna alokacj¢ w sensie Pareto mozna zacza¢ od problemu
optymalnego wzrostu. Optymalna Sciezka wzrostu jest rozwiazaniem zagadnie-
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nia maksymalizacji uzytecznosci typowego konsumenta (29), ograniczenia za-
sobow w gospodarce (32) oraz mozliwos$ci innowacyjnych (33). Owe ogranicze-
nie zasoboéw moze by¢ zapisane jako:

)+ 2(1)< #{ j x(v,t)lﬁdv}Lﬂ - !w-x(v,t)dv (50)

gdzie wyrazenie po prawej stronie powyzszej nierownosci to zdyskontowany
zysk netto. Zagadnienia optymalnego wzrostu mozna rozwiaza¢ w dwoch eta-
pach. Pierwszy etap obejmuje charakterystyke optymalnej alokacji, natomiast
drugi- charakterystyke optymalnej §ciezki wzrostu konsumpcji C(2) oraz Sciezki
wzrostu dostgpnych czynnikow produkcji 4,. Pierwszy krok jest rOwnowazny
z maksymalizacja prawej strony nierownosci (50), ktora prowadzi do zwiazku:

1

x(v,t)=(1-B) 5 L.

Podstawiajac te zalezno$¢ do rownania (30) dochodzi si¢ do optymalnej alo-
kacji w sensie Pareto:

1
Y(e)=(1-B) s AL
Stad produkt netto ¥ (t)moZe by¢ zapisany jako:
— 7l 4, 7i
Y(e)=(-p) s 4L~ Il//'x(v,t)dv =(1-B) 5 p-AL.

0

Nastgpnym etapem charakterystyki optymalnej $ciezki wzrostu jest maksy-
malizacja preferencji typowego konsumenta:

© -0
maxjme_p'tdt
0 l-o

przy warunku:

=] (= p) 5 pat (),
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gdzie 4, to zmienna endogeniczna, natomiast C(#) to zmienna egzogeniczna.

Biezacy hamiltonian dla powyzszego problemu dany jest rtOwnaniem:

H(4,C,p)= Cl(t_)leg + ﬂ(f)(ﬂ(l — B B BAL-nC (t)j :

Warunki konieczne istnienia rozwiazania sprowadzaja si¢ do nastgpujacego
uktadu warunkow:

Hc(4,,C,p1)=Cle) —nult)=0,
1, (4, Co ) = mele Yt - BY 5 AL = puele) - o),
lim(e"” uu(2)4, )= 0.

t—

Powyzsze rownania charakteryzuja optymalna Sciezke wzrostu. Laczac te
warunki otrzymujemy optymalng $ciezkg wzrostu dla konsumpc;ji:

_ _(,7(1 _B) L pj (s1)

Optymalna alokacja, tak jak optymalna stopa wzrostu, zalezy od statej stopy
konsumpcji, natomiast optymalna stopg wzrostu konsumpcji (51) mozna pordw-
na¢ do zrownowazonej stopy wzrostu danej przez zwiazek (48). Stad jezeli

1
(l -p )7> 1 to optymalna stopa wzrostu jest zawsze wigksza od stopy zrow-
nowazonego wzrostu (48).

1
Ponadto przy warunku: (l —6’)77(1 - ﬂ)_ﬁ PL < p poczawszy od A4, >0,
optymalna alokacja poteguje stala stopg wzrostu:

e=g(ni=p)isL-p)

ktora jest istotnie wieksza niz stopa rOwnowagi g* dana przez rownanie (48).
Intuicyjnie optymalna stopa wzrostu w alokacji Pareto jest wyzsza niz zrowno-
wazona stopa wzrostu poniewaz warto$¢ spoleczna innowacji jest wyzsza, niz
warto$¢ ekonomiczna innowacji.
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5.3.2. Wzrost z zewng¢trznymi efektami wiedzy

W punktach poprzednich wzrost oparty byt na mozliwosciach innowacyj-
nych gospodarki, w szczegdlno$ci na ilo$ci czynnikéw produkeji, charakteryzu-
jacych si¢ wysoko rozwinigtymi technologiami. Innym podejsciem do tego za-
gadnienia jest skierowanie wigkszego zasobu kapitatu ludzkiego do sektora no-
wych technologii.

Mozliwos$ci innowacyjne gospodarki mozna teraz zapisa¢ nastgpujaco:

A =n-4,-Ly(t) (52),

gdzie L, (t) to alokacja kapitalu ludzkiego w sektorze nowych technologii
w momencie ¢, wyrazenie A4, to zasob dostgpnych technologii w momencie ¢.
Stad wigksza warto$¢ A4, pociaga za soba wigksza produktywnos¢ zasobu ludz-

kiego w sektorze nowych technologii. Zauwazmy, ze mozliwosci innowacyjne
dane przez (52) sa proporcjonalne do zasobu kapitatu ludzkiego skierowanego
do sektora nowych technologii. Owa proporcjonalno$¢ jest zrodlem wzrostu
endogenicznego w prezentowanym modelu. Powyzsze zalozenia sa podobne do
zatozenh w modelu Romera.

Dostepny zasob kapitatu ludzkiego w gospodarce w momencie ¢ przedstawia
si¢ nastgpujaco:

Le(t)+ L(2)< L(z),

gdzie L, (t) to zasob kapitatu ludzkiego w sektorze dobr finalnych w momencie ¢.
Laczny produkt opisuje funkcja:

)= AL () 53

Strumien dochodéw monopolisty ze sprzedazy czynnikéw produkeji wynosi:
7(t)= L (¢) (54)

Warto$¢ zaktualizowana netto zysku monopolisty opisana jest przez zalez-
nos¢ (36).
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Roéwnanie (52) implikuje nastgpujacy warunek ,,wejscia” na rynek jako:
nAY (v,t)=w(t) (55)

Lewa strona rownania (55) dotyczy dochodu z zaangazowania dodatkowej
jednostki kapitatu ludzkiego w sektorze nowych technologii, natomiast w(t) to

strumien kosztow wynikajacy z zatrudnienia dodatkowego pracownika w sekto-
rze nowych technologii.

Ptace opisuje za$ réwnanie:

W(z)zlﬂ_i}}.

Ponadto wzrost w punkcie rownowagi implikuje rowniez, ze rynkowa stopa

procentowa musi by¢ na statym poziomie r*. Stad oraz z warunku ,,wejscia” na
rynek wynika, ze zachodzi nastgpujace roOwnanie:

77A1 ﬂLE(t) :LA (56)

r* -8

Zatem rynkowa stopa procentowa w punkcie rownowagi jest rOwna:
r* ==Ly
gdzie L, jest stalym zasobem kapitatu ludzkiego ulokowanym w sektorze dobr

finalnych w punkcie réownowagi. Z rownania Eulera dla stopy wzrostu kon-
sumpcji (51) otrzymujemy:

e 1 * *

= 1= - o= 57
C( t) 0 (( B )77 E p) g (57)
Granica mozliwosci innowacyjnych (52) implikuje, ze m =nL, = 77(L —-L E)

Poniewaz tempo wzrostu konsumpcji musi by¢ takie samo, jak tempo postepu



40 Pawel Dykas, Tomasz Tokarski

. . : . N(z o
technologicznego w punkcie rownowagi, stad: g =% , co implikuje, ze po-
ziom zatrudnienia w punkcie rownowagi opisany jest przez:

L= ttp (58)

(=B +0n

Rozwazajac wyzej opisany model gospodarki z efektami zewngtrznymi
wiedzy oraz zaktadajac, ze stopa preferencji konsumpcji typowego konsumenta
£ spehnia nastgpujaca nierownos¢ :

(1=0X1=phLy < p<(1= Bl .

Otrzymujemy, ze poczawszy od A, > 0 istnieje optymalna Sciezka wzrostu,
w ktorej technologia, produkcja i konsumpcja rosna wedtug tej samej stopy
rownej g* >0 danej przez (57).

6. Podsumowanie

Prowadzone w opracowaniu analizy mozna podsumowa¢ nastgpujaco:

e W neoklasycznym modelu wzrostu gospodarczego Solowa istnieje pewien
dodatni zasob kapitalu rzeczowego na jednostke efektywnej pracy, przy ktorym
osiggana jest dlugookresowa rownowaga modelu. Z modelu Solowa wynika
rowniez, ze w dhugookresowej rownowadze wydajnos$¢ pracy oraz techniczne
uzbrojenie pracy rosna wedtug tej samej dlugookresowej stopy wzrostu (réwnej
stopie postepu technicznego w sensie Harroda). Ponadto wzrost stopy oszczed-
no$ci/inwestycji prowadzi do tego, iz Sciezki czasowe wydajnosci pracy oraz
technicznego uzbrojenia pracy sa wyzej potozone. Natomiast wzrost stopy de-
precjacji kapitatu oraz stopy wzrostu liczby pracujacych prowadza do nizej po-
lozonych $ciezek wzrostu gospodarczego.

e Model wzrostu gospodarczego Solowa postuzyt réwniez do stworzenia
przez Phelpsa tzw. zlotej reguty akumulacji kapitatu, tj. takiej stopy oszczedno-
sci/inwestycji, ktora prowadzi gospodarke Solowa na najwyzsza dlugookresowa
sciezke wzrostu konsumpcji na pracujacego. Rozwazajac zas model wzrostu
gospodarczego Solowa z funkcja produkcji typu Coba-Douglasa, zlota regula
akumulacji kapitatu jest stopa oszcz¢dnosci/inwestycji, ktora rowna jest udzia-
towi naktadow kapitatu w produkcie.
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e Model wzrostu Mankiwa-Romera-Weila stanowi rozszerzenie modelu
wzrostu gospodarczego Solowa (w modelu tym oprocz akumulacji kapitatu roz-
waza si¢ rowniez akumulacje kapitatu ludzkiego). W modelu tym w dtugookre-
sowej rownowadze stopy wzrostu technicznego uzbrojenia pracy, wydajnosci
pracy oraz stopa wzrostu kapitatu ludzkiego na pracujacego rosng rowniez we-
dhug stopy wzrostu stopie harrodianskiego postepu technicznego. Wyzsze stopy
inwestycji implikuja, iz w dlugim okresie §ciezki wzrostu wydajnosci pracy,
zasobow kapitalu rzeczowego oraz ludzkiego na pracujacego przesuwaja si¢ na
wyzej potozone trajektorie. Ponadto wysokie stopy deprecjacji owych kapitatow
oraz wysoka stopa liczby pracujacych prowadza do nisko potozonych dtugo-
okresowych $ciezek wzrostu wydajnosci pracy, technicznego uzbrojenia pracy
oraz kapitatu ludzkiego na pracujacego.

e Kolejnym rozszerzeniem modelu wzrostu gospodarczego Solowa jest mo-
del wzrostu Nonnemana-Vanhoudta, w ktorym analizowana jest skonczona licz-
ba N (substytucyjnych wzglgdem siebie) zasoboéw kapitatowych. Z modelu tego
ptyna wnioski podobne, do tych, ktore wynikaja z modeli Solowa i Mankiwa-
Romera-Weila.

e Z modelu wzrostu endogenicznego Lucasa wynika, ze im bardziej konsu-
menci w owej gospodarce preferowac¢ beda konsumpcje biezaca w stosunku do
konsumpcji przysztej, tym nizsze stopy wzrostu beda uzyskiwa¢ podstawowe
zmienne makroekonomiczne. W modelu wzrostu gospodarczego Lucasa do-
puszczalne jest trwale podniesienie stop wzrostu gospodarczego. Niemniej jed-
nak trwate podniesienie dtugookresowych stop wzrostu gospodarczego musi by¢
potaczone ze zmiana preferencji konsumentéw w stosunku do struktury kon-
sumpcji w czasie.

e Kolejnym rozwazanym modelem wzrostu endogenicznego jest model
Romera. W modelu tym wielko$¢ kapitatu ludzkiego skierowanego do dziatal-
nosci naukowo-technicznej oraz stopy wzrostu podstawowych, rozwazanych w
modelu, zmiennych makroekonomicznych, beda tym wyzsze, im wyzszy bgdzie
taczny zasob kapitalu ludzkiego oraz im wyzszy bedzie egzogeniczny wspot-
czynnik efektywno$ci naktadow kapitalu Iudzkiego w sferze naukowo-
technicznej. Ponadto dtugookresowe stopy wzrostu gospodarczego sa tym wyz-
sze, im bardziej konsumenci w gospodarce przedkladaja konsumpcje przyszia
nad konsumpcja biezaca.

e 7 prezentowanego modelu wzrostu semi-endogenicznego wyciagnaé
mozna nastepujace wnioski. Po pierwsze, rOwnowaga w opisywanym modelu
wystgpuje wowczas, gdy zmaksymalizowane sa biezace dochody monopolistow
(kazdy monopolista ustala wowczas taka ceng, aby przewyzszala jego koszt
krancowy) oraz uzyteczno$¢ konsumpcji typowego konsumenta w gospodarce
(prowadzi to do tego iz konsumpcja i produkcja rosna wedlug tej samej stalej
stopy wzrostu). Po drugie, optymalna stopa wzrostu, przy alokacji w sensie Pa-
reto, jest wyzsza niz stopa wzrostu przy rownowadze rozwazanego modelu. Po
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trzecie, podobnie jak ma to miejsce w modelu wzrostu Romera, zwigkszony
zasob nowych technologii pociaga za soba wigksza produktywnos$¢ kapitatu
ludzkiego w sektorze naukowo-technicznym. Ponadto istnieje optymalna §ciezka
wzrostu, przy ktorej technologia, produkcja oraz konsumpcja rosna wedlug tej
samej stopy wzrostu.
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Pawet Dykas, Tomasz Tokarski

SUPPLY-SIDE FACTORS OF ECONOMIC GROWTH
— BASIC THEORETICAL MODELS

Summary

The aim of the present study is to analyze the determinants of long-term supply growth on the
basis of some basic theoretical models of growth. The paper examines neoclassical growth models,
growth models based on the theory of optimal control by Pontryagin, and models of semi-
endogenous growth.



